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Cylindry gruboscienne

Plan wyktadu

@ Cylindry gruboscienne
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Cylindry gruboscienne

Zastosowanie

Typowym zastosowaniem dla cylindréw grubosciennych sg
@ zbiorniki ci$nieniowe
e silowniki hydrauliczne
o lufy dzial
@ rury do transportu goracych cieczy
°

polaczenia wciskowe i skurczowe
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Cylindry gruboscienne sa zwykle obciazone
osiowo-symetrycznie poprzez

@ zewnetrzne badz wewnetrzne cisnienie (lub oba
jednocze$nie)

e wysoka temperature

Jesli cylinder nie jest otwarty, dlugi a naprezenia
analizowane sa z dala od punktu podparcia, prawdziwe sa
nastepujace zalozenia:

o odksztalcenia sa symetryczne wzgledem osi obrotu i nie
zmieniajg sie na dlugosci cylindra

e z powodu symetrii nie wystepuja sily styczne

e przekrdj poprzeczny pozostaje ptaski po przytozeniu
obciazenia
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Cylindry gruboscienne

Geometria cylindra grubosciennego
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Cylindry gruboscienne

Wyznaczanie skladowych naprezen

Zagadnienie Lame’go

e analizujac réwnowage wycinka cylindra otrzymuje sie
tylko jedno réwnanie réwnowagi, zawierajace dwie
nieznane funkcje:

e naprezenia promieniowe o,
e naprezenia obwodowe o,

@ aby otrzymac dodatkowe réwnanie, nalezy rozwazy¢

odksztalcenia wycinka
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Cylindry gruboscienne

Wyznaczanie skladowych naprezen

Zagadnienie Lame’go

@ z réwnania réwnowagi otrzymujemy

do
or —or + drrr:O
@ analiza deformacji daje
du
er=— and &= o
dr r

o wszystkie powyzsze wielko$ci sa zwiazane prawem
Hooke’a
E

E
0 =173 (et + vey)
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Cylindry gruboscienne

Wyznaczanie skladowych naprezen

Zagadnienie Lame’go

e w ten sposob obie skladowe stanu naprezen zostaty
zapisane jako funkcje przemieszczenia u

_E (& u
=102 \ar r

__E (u, du
12\ " ar

@ podstawiaja powyzsze do réwnania ro6wnowagi
otrzymamy réwnanie rézniczkowe z jedna zmienna,
ktora jest przemieszczenie u
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Cylindry gruboscienne

Wyznaczanie skladowych naprezen

Zagadnienie Lame’go

Ostatecznie otrzymuje sie rownanie rézniczkowe w postaci
d’v 1ldu u —0
de? " rdr rz

ktérego rozwiazanie ma postaé
Co

u=0Cir——=
r

Stale C1 1 Co mozna wyznaczy¢ z warunkéw brzegowych na
wewnetrznej i zewnetrznej powierzchni cylindra.
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Cylindry gruboscienne

Wyznaczanie skladowych naprezen

Zagadnienie Lame’go

Postaé ogélna sktadowych naprezen, niezalezna od
warunkow brzegowych

E 1-v
1,2 [cl(l—i-u)—cz 2 ]

Or =

__E ci1(l+v)+c 1-v
O’til—y2 1 2 rz

Mozliwe warunki brzegowe:
edlar=b—o.=ppidlar=a — o, =p,
edlar=b—o0,=ppidlar=a—o0,=0
oedlar=56—vo0.=0idlar=a — o, = p,
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Cylindry gruboscienne

Wyznaczanie skladowych naprezen

Zagadnienie Lame’go

Dla przypadku, gdy dziala zaréwno cisnienie wewnetrzne
jak i zewnetrzne, sktadowe naprezen wyrazaja sie
nastepujaco

_ﬂ 1fg _ pyb* 1fa72
Ir = p2_ 42 2 b2 — g2 2

2 2 2 2
Pal b pub a
Ut_lﬂi —az<1+r2> b2 g2 <1+r2>
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Cylindry gruboscienne

Zastosowanie zagadnienia Lame’go

Przyktad 1

Wyznaczyé¢ rozklad naprezen w grubo$ciennym cylindrze
hydraulicznym, dla ktérego maksymalne ci$nienie robocze
ma wartosc pg = 20 MPa. Srednica wewnetrzna d = 40 mm
i §rednica zewnetrzna D = 50 mm. Cylinder wykonany jest
ze stali nierdzewnej, dla ktérej modutl Younga

E =200000 MPa.
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Cylindry gruboscienne

Zastosowanie zagadnienia Lame’go

Przyktad 1
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Cylindry gruboscienne

Zastosowanie zagadnienia Lame’go

Przyklad 1 — rozwigzanie MES

@ poréwnanie rozwiazania MES z rozwiazaniem
analitycznym

Or(o)
1004

80

60

404

204

0 T T
v 20 21

-204

.40

Poznan, 2026 Analiza Wytrzymatosciowa Konstrukeji... 14/42



Cylindry gruboscienne

Zastosowanie zagadnienia Lame’go

Analiza ré6wnania

@ dla obciazenia ciSnieniem wewnetrznym mozna zapisac

2
or=K-K (b> o
r
400
- K (b > 2 300
Ot = +K ;=
r 2004
gdzie 1001
2
DPaa@ 0
K=—+7"—
b2 — g2 -1004
-2004
e dla kazdego punktu: 2001
Oy + 0 = 2K = 71.2 MPa 4004
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Cylindry gruboscienne

Zastosowanie zagadnienia Lame’go

Przyktad 2

Poréwnaé rozklady naprezen w dwéch wariantach cylindra
grubo$ciennego obciazonego ciSnieniem wewnetrznym 4p.
Pierwszy wariant (Fig. a) wykonany jest jako pojedyncza
rura. Drugi wariant (Fig. b) sklada sie z dwéch rur
potaczonych skurczowo. Zaklada sie, ze ciSnienie pomiedzy
rurami w wyniku polaczenia skurczowego wynosi p.

a) b)
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Cylindry gruboscienne

Zastosowanie zagadnienia Lame’go

Przyklad 2 — rozwiazanie

e rozklad naprezen po przylozeniu obcigzenia roboczego w
wariancie pojedynczej rury

pojedyncza rura

Poznan, 2026 Analiza Wytrzymatosciowa Konstrukeji... 17/42



Cylindry gruboscienne

Zastosowanie zagadnienia Lame’go

Przyklad 2 — rozwiazanie

e rozklad naprezen po wykonaniu polaczenia skurczowego
w rurze kompozytowe;j

- -~
n--" 54 ~<
; hs \
! S0 44 '
// s - \ \\
/ //’ : S S N
. 4 \
O; ¢ i/ i . \
J . |
‘ i 1 ) 3
3 R I 2
\\ \ //: // / "
S . : :/ )
1 S = -4 v J

& \ s - /

\ N ztozenie (naprezenia skurczowe)
N\

Poznan, 2026 Analiza Wytrzymatosciowa Konstrukeji... 18/42



Cylindry gruboscienne

Zastosowanie zagadnienia Lame’go

Przyklad 2 — rozwiazanie
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Plan wyktadu

9 Krazki wirujace
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Zastosowania

Typowe zastosowania krazkéw wirujacych to:
@ kola zamachowe
e tarcze hamulcowe
@ kola pasowe

@ wirniki turbin
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Krazki wirujace

Zalozenia do analizy naprezen

Naprezenia w krazkach wirujacych analizuje sie podobnie
jak w rurach grubosciennych. Réznica jest to, ze:

e dysk ma skonczona grubosé, ktora nalezy wziaé pod
uwage w czasie analizy

e grubo$¢ ta moze by¢ zmienna z promieniem dysku

@ obciazenie jest generowane przez sily odsrodkowe
zwigzane z wirujaca masa
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Krazki wirujace

Zalozenia do analizy naprezen

Przyjmiemy nastepujace zalozenia:
e dysk wykonany jest z jednorodnego materiatu
podlegajacemu prawu Hooke’a,
@ dysk jest osiowo symetryczny, a ptaszczyzna symetrii
jest prostopadta do osi obrotu,
@ grubo$é dysku jest wzglednie mata.
Ponadto zalozymy, ze dysk jest w dwuosiowym stanie
naprezen, ktérego skltadowe to obciazenia promieniowe o, i
naprezenia obwodowe o;. Obie skladowe sa funkcjami
promienia r i predkosci katowej w.
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Krazki wirujace

Zalozenia do analizy naprezen

Przyjmujemy nastepujace parametry:
@ promien dysku r
o predkosc¢ katowa w
e przyspieszenie odsrodkowe a,, v

Sa one ze soba powiazane nastepujaca zaleznoscia:

a, = wr.
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Krazki wirujace

Réwnowaga elementarnego wycinka dysku

e analize przeprowadzimy dla nieskonczenie matego
wycinka o grubosci dr wycietego z dysku w odleglosci r
od osi obrotu; wycinek jest ograniczony katem d¢

@ na Scianki elementu dzialaja cztery sily wynikajace z
naprezen

pwritdrdy
a) b)

artdp+d(o,rtdp)

axis of r
revolution
bisector
of the angle
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Krazki wirujace

Réwnowaga elementarnego wycinka dysku

e dodatkowo na element dziata sita bezwladnosci Fy, ktora
wynika z przyspieszenia od$rodkowego i masy F, = ma,

2

@ przyspieszenie jest zdefiniowane jako a, = w?r

@ masa jest iloczynem gesto$ci materiatu p i objetosci
elementu V i zdefiniowana jako V = rdydrt

e zatem sila odsrodkowa wynosi

pordrdy

— 2.2 )
Fb - pw r trdrd(,@ a a,-rtd(p+d(r7,-rtd(p)

C

axis of ”
revolution

dp

)
I
bisector \

of the angle
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Krazki wirujace

Réwnowaga elementarnego wycinka dysku

@ réwnanie réwnowagi otrzymamy poprzez zsumowanie
rzutéw wszystkich sil na dwusieczna kata dy

@ po uporzadkowaniu i podzieleniu przez drdy réwnanie
przyjmie nastepujaca forme

d
S (ontr) — ot + pu?rit =0

e przerwszy skladnik mozna zapisac jako

4 tr) = Loyt + ot Y
dr o T e ot dr

@ podstawiaja powyzsze do poprzedniego réwnania i
dzielac wszystko przez t otrzymamy

rd

Idr (07t) 4+ 0r — 0 + p®r? =0
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Krazki wirujace

Deformacja elementarnego wycinka dysku

@ analizujac ré6wnowage elementarnego wycinka dysku,
otrzymali$émy tylko jedno ré6wnanie réwnowagi
zawierajace dwie nieznane funkcje:

e naprezenia promieniowe o,
e naprezenia obwodowe o;

e aby otrzymac dodatkowe réwnanie,
nalezy przeanalizowaé deformacje
elementu
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Krazki wirujace

Prawo Hooke’a

o analiza deformacji pozwala zdefiniowaé odksztalcenia

du u
er=— and &= —
dr r

@ naprezenia i odksztalcenia sa powiazane prawem
Hooke’a

op = T2 (et + vey)
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Krazki wirujace

Prawo Hooke’a

@ w ten sposdb obie skltadowe naprezen mozna zapisac
jako funkcje przemieszczenia u

__E (du_  u
S dr YT

__E _(uw,  du
=12\ r Vdr

@ podstawiajac powyzsze do rownania ré6wnowagi
otrzymujemy réwnanie rézniczkowe z jedna zmienna u

Poznan, 2026 Analiza Wytrzymato§ciowa Konstrukeji... 30/42



Krazki wirujace

Rownanie réwnowagi

@ réwnanie réwnowagi przyjmuje ostatecznie postaé

dr? r U tdr)dr "Tr\edr r)%7

gdzie A jest stala opisujaca material i ruch

1— 2
A=— EV pw?

@ poniewaz otrzymane rénanie ma postac ogélna,
wygodnie jest rozwiazacé je dla wybranego przypadku.
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Krazki wirujace

Dysk pelny o statej grubosci

@ jednym z mozliwych rozwigzan réwnania jest takie, dla
ktorego grubosé dysku ¢ jest stala wzdluz calego
promienia

o jesli zalozy sie, ze t = const. wtedy pochodna dt/dr
bedzie réwna zeru; réwnianie przyjmie postac

du_ ldu u _,

dr? rdr r2 r
fub d[1d

a [rdr(ur‘)} =A7'
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Krazki wirujace

Dysk pelny o statej grubosci

@ rozwiazanie ma postac

r3

8

1
u= A+£Cl+*C2
2 r

o a skladowe naprezen

o E <(3—|—1/)Ar2+1—|—ucl_1—1/02>

T 1.2 8 2 r2
_E B+v), o 1+v 1-v
o = 1—V2 < 8 Ar + 2 Cl+ 7"2 Cz)
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Krazki wirujace

Dysk pelny o statej grubosci

Przyjeto nastepujace warunki brzegowe

@ dlar =0 u = 0 co oznacza, ze o§ dysku nie przemieszcza
sie
o dlar =R o, = 0 co oznacza, ze zewnetrzna
powierzchnia dysku jest wolna od naprezen
promieniowych
State przyjmuja postaé
L Cz =0
3+v 1- l/zpsz%
41+v) E %,

e C; =

axis of
revolution
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Krazki wirujace

Dysk pelny o statej grubosci

Skladowe naprezen przyjmuja postac

3+v
or=—3 pw? (R%—r2)
3+ v 5 (e 1+3v,
Ot = —g—puw <R0 3+Ur

Powyzsze réwnania pozwalaja wyznaczy¢ wartosci
skladowych naprezen wzdluz promienia dysku. Wartosci te
zaleza od predkosci obrotowej oraz gestosci materiatu. Nie
zaleza od grubosci dysku.
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Krazki wirujace

Dysk pelny o statej grubosci

Przyktad 1

Wyznaczy¢ naprezenia promieniowe i obwodowe dla
aluminiowego dysku o srednicy 300 mm i grubosci ré6wnej
20 mm. Dysk obraca sie z predkoscia 800 obr/min.
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Krazki wirujace

Dysk pelny o statej grubosci

Przyklad 1 — rozwiazanie
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Krazki wirujace

Dysk pelny o stalej wytrzymatosci

@ inne praktyczne rozwiazanie r6wnania réwnowagi
mozna otrzymadé, jesli zalozy sie, ze o, = 0; = 0 = const.

@ w ten sposéb otrzymuje sie dysk o stalej wytrzymatosci —
w kazdym punkcie dysku obie skladowe naprezen maja
taka sama wartosc.

@ réwnanie réwnowagi ma postac

r
Tdr (crrt)+ar—at—|—,0w r2=0
o zakladaja ré6wne naprezenia mamy

Cd——i— W2r? =0
Trdr TP T
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Krazki wirujace

Dysk pelny o stalej wytrzymatosci

@ rozwigzanie tego réwnania dla ¢ daje
pu?r?

o stala C moze zosta¢ wyznacznona z warunkow
brzegowych

e zalézmy, ze grubosé¢ dysku w osi obrogu bedzie miata
grubosé g

@ warunek brzegowy ma zatem postac: dlar =0t = ¢

@ z powyzszego réwniania otrzymamy C = ¢y, a wyrazenie
na grubo$¢ dysku przyjmie postac

pu?r?
t=toe 20
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Krazki wirujace

Dysk pelny o stalej wytrzymatosci

Przyktad 1

Wyznaczy¢ ksztalt dysku pelnego o $srednicy 300 mm
wykonanego z aluminium, ktéry w osi ma grubo$¢ réwna
20 mm. Przyjac, ze obie skladowe naprezen maja wartosé
réwna 10 MPa. Wykona¢ obliczenia dla czterech réznych
predkosci obrotowych: 2500, 5000, 7500 and 10000 obr/min.
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Krazki wirujace

Dysk pelny o stalej wytrzymatosci

Przyklad 1 — rozwiazanie

Przekroje poprzeczne dyskow o statej wytrzymatosci dla
réznych predkosci obrotowych

a) b) c) d)

10000 rpm 7500 rpm 5000 rpm 2500 rpm
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Krazki wirujace

Dysk pelny o stalej wytrzymatosci

Przyklad 1 — rozwiazanie

rozwigzanie MES dla 10000 obr/min
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a) 160
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