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Metoda Clebscha

Plan wyktadu
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Metoda Clebscha
Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

e moment gnacy w dowolnym przekroju belki opisany jest
réwnaniem )
d“v
M(x)=El—
(x) i
o w kazdym przedziale belki wieloprzedzialowej jest on
inny, a rozwiazanie réwnania daje dwie state catkowania
@ istnieje jednak sposéb, aby zapisac jedno réwnanie,
ktore bedzie prawdziwe dla wszystkich przedziatéw
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Metoda Clebscha
Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

@ rozwigzanie zaproponowal W.H Macaulay w:
The Messenger of Mathematics, Vol. XLVIII, May 1918 —
April 1919, Bowes & Bowes, Cambridge

NOTE ON THE DEFLECTION OF BEAMS.

By W. H. Macawlay, D.A.

IN the problem of a loaded beam, supported in any

manner, it is assumed that the bending moment at any point
d*y

of it is EIT’

measured from one end of the beam, » is the deflection, £ is

Young’s modulus, and I depends on the section of the beam

and mav he either constant or a function of z.  The eanation

where 2 is the coordinate of the point
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Metoda Clebscha

Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

Metoda Clebscha

@ linie ugiecia belek wieloprzedziatowych, jak ta na
ponizszym rysunku, wyznacza sie metoda Clebsch’a

@ pozwala ona zapisa¢ moment zginajacy tak, aby w
wyrazeniu dla kazdego nowego przedzialu zachowane
zostaly wszystkie skladniki zapisane dla przedziatéw
poprzednich

@ otrzymujemy zatem jedno réwnanie, niezaleznie od
liczby przedzialéw w belce
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Metoda Clebscha

Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

Metoda Clebscha

Stosujac metode Clebsch’a postepujemy zgodnie z
nastepujacymi zasadami:

o uklad wspélrzednych umieszczamy w lewym koncu belki

@ oznaczamy punkty charakterystyczne wspélrzednymi
X1,X2, ...

@ kazde obciazenie ciagle, koniczace sie przed koncem
belki, przedtuzamy do jej konca, przyktadajac
jednocze$nie obciazenie o przeciwnym zwrocie 1 tej
samej wartosci na odcinku w rzeczywistosci
nieobcigzonym
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Metoda Clebscha

Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

Metoda Clebscha

Stosujac metode Clebsch’a postepujemy zgodnie z
nastepujacymi zasadami:

@ zapisujemy réwnanie momentu pamietajac, aby moment
skupiony przylozony w miejscu o wspélrzedne;j x;
przemnozy¢ przez wyraz (x — x;)°

o calkujemy ré6wnanie pamietajac, aby wyrazenia typu
(x —x;)", gdzie x; sa wspélrzednymi poczatkéw kolejnych
przedzialéw, catkowac bez ich rozwijania, tzn.

o _(x—xi)nJrl
/(x wyrax = EE e

Poznan, 2026 Wytrzymalosé materiatow IT 7/24



Metoda Clebscha

Zastosowanie metody Clebscha

Przyklad (rozwiazanie w materiatach dodatkowych)

Dla belki przedstawionej na rysunku:
@ zapisaé réwnanie momentu,

@ wyznaczy¢ ugiecie punktu C.
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Belki statycznie niewyznaczalne

Plan wyktadu

@ Belki statycznie niewyznaczalne
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Belki statycznie niewyznaczalne

Belki statycznie niewyznaczalne

e w przypadku, gdy reakcji jest wiecej niz mozliwych do
zapisania réwnan réwnowagi, mamy do czynienia
z belka statycznie niewyznaczalna

e belki takie rozwiazuje sie m.in. metoda superpozycji lub

metoda Clebscha
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Belki statycznie niewyznaczalne

Belki statycznie niewyznaczalne

Metoda superpozycji

Dla belki przedstawionej na rysunku wyznaczyc:
@ reakcje w podporach,
o sily wewnetrzne,

@ linie ugiecia wraz z punktami charakterystycznymi.
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Belki statycznie niewyznaczalne

Belki statycznie niewyznaczalne

Metoda superpozycji

Dla prostych przypadkéw belek reakcje hiperstatyczne
mozna wyznaczy¢ metoda superpozycji. Schemat
postepowania jest nastepujacy:
e wybieramy reakcje hiperstatyczna,
@ z rownan réwnowagi, zapisujemy pozostale reakcje jako
funkcje reakcji hiperstatycznej,
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Belki statycznie niewyznaczalne

Belki statycznie niewyznaczalne

Metoda superpozycji

e rozkladamy uklad statycznie niewyznaczalny na dwa
uktady statycznie wyznaczalne,
e obcigzenie jak w oryginalnym zadaniu, ale bez reakcji
hiperstatycznej (1)
e obciazenie tylko reakcja hiperstatyczna (2)

My

M

Rgy

Poznan, 2026 Wytrzymalosé materiatow IT 13/24



Belki statycznie niewyznaczalne

Belki statycznie niewyznaczalne

Metoda superpozycji

e ustalamy warunek geometryczny
@ wyznaczamy przemieszczenia (z tablic)

ql* R Byl3
8EI’ "> 3EI
e wyznaczamy reakcje hiperstatyczng z warunku

geometrycznego i pozostale reakcje z warunkow
rownowagi
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Belki statycznie niewyznaczalne

Belki statycznie niewyznaczalne

Zastosowanie metody Clebscha

Dla belki przedstawionej na rysunku wyznaczyc:
@ reakcje w podporach,
o sily wewnetrzne,

@ linie ugiecia wraz z punktami charakterystycznymi.
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Skrécenie belki

Plan wyktadu

@ Skroécenie belki
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Skrécenie belki
Skrécenie belki

Belka podparta na obu koncach ugina sie pod wplywem
obciazenia. Prowadzi to do:

@ przemieszczenia podpory przesuwnej o wartosc u (a),

e wywolanie reakcji poziomej i naprezen rozciagajacych,
jesli oba konce belki sa zablokowane (b).
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Energia odksztalcenia sprezystego

Plan wyktadu

@ Energia odksztalcenia sprezystego
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Energia odksztalcenia sprezystego

Energia odksztalcenia przy zginaniu

Energia odksztalcenia sprezystego gromadzaca sie w belce
podczas zginania jest wynikiem pracy wykonywanej przez

@ moment gnacy — rozciaganie elementarnego odcinka
belki

o sily poprzeczne — Scinanie elementarnego odcinka belki
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Energia odksztalcenia sprezystego

Energia odksztalcenia przy zginaniu

poniewaz w typowych belkach, dla ktorych [ > 8h,
energia generowana przez sily poprzeczne jest duzo
mniejsza niz ta, generowana przez sity normalne,
rozpatrzymy jedynie moment gnacy

skorzystamy z zasady ré6wnowazno$ci pracy i energii
dwW =dU

wiemy, ze praca jest iloczynem sily F' dzialajacej na
punkt i przemieszczenia s tego punktu wzdtuz kierunku
dziatania sity

poniewaz jednak w naszym przypadku sila przyrasta od
zera do wartosci maksymalnej w sposéb liniowy,
elementarna praca bedzie wyrazona zaleznoS$cia

dwW = %Fds
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Energia odksztalcenia sprezystego

Energia odksztalcenia przy zginaniu

e rozpatrywany wycinek belki ma elementarna objetos¢
dV = dxdA

o sila dzialajaca na element wynika z naprezen
normalnych i jest réwna F' = cdA

o zgodnie z definicja odksztalcen ¢ = Adx/dx

e zatem przemieszczenie mozemy zapisac jako

ds = Adx = edx
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Energia odksztalcenia sprezystego

Energia odksztalcenia przy zginaniu

e zatem praca elementarna, a tym samym elementarna
energia bedzie réwna

dW =dU = %adA -edx

e energie odksztalcenia calej belki otrzymamy catkujac
powyzsze réwnanie po calej objetosci

U= / dU = / / %axsdidx
\%4 A
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Energia odksztalcenia sprezystego

Energia odksztalcenia przy zginaniu

e pamietajac, ze o, = Ee, oraz o, = (My)/I,, a nastepnie
catkujac po powierzchni dA otrzymamy

1 [ M?
l

@ dla belki pryzmatycznej, dla ktérej moment gnacy nie
zmienia sie na dlugos$ci mozemy zapisac

1 M2

U:§EIZ

@ wyrazenie to jest analogiczne do wyrazenia na energie
odksztalcenia sprezystego dla rozciaganego preta
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Energia odksztalcenia sprezystego

Energia odksztalcenia przy zginaniu

Wplyw sktadowych energii

@ ponizej przedstawiono wplyw proporcji dlugosci belki /
do jej wysokos$ci A na stosunek energii generowane;j
przez sily zginajace i tnace
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