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Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

e pod wplywem obciazenia belka ugina sie a jej 0§ sie
zakrzywia

e w przypadku zginania plaskiego, ugieta o$ pozostaje
w plaszczyznie zginania

@ poniewaz rozpatrywana jest o$ belki, czyli o$ obojetna,
zaklada sie, ze dlugosc belki sie nie zmienia

e przyjmujac male przemieszczenia (v/l) = (1/250) mozna
powiedzie¢, ze wybrany punkt belki 0 przemieszcza sie
pionowo do nowego potozenia 0’
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Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

e wprowadzamy dwie nowe wielko$ci: ugiecie belki v(x),
odpowiadajace przemieszczeniu 00’, i obrét belki 6(x)

@ obie wielkoSci sa funkcja wspélrzednej x i definiuje sie je
w punkcie

e funkcje v = v(x) bedziemy nazywali linig ugiecia belki

e zgodnie z hipoteza ptaskich przekroi, kazdy przekrdj
belki obraca sie pozostajac prostopadly do osi belki

@ jak widac z rysunku, kat obrotu przekroju
to kat obrotu belki w punkcie

o0\

v(x)
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Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

e jak wiemy z geometrii analitycznej, tangens kata
miedzy styczna do krzywej a osia pozioma jest pochodna
funkcji; w naszym przypadku mamy zatem

_dv

~dx

@ poniewaz katy obrotu sa mate, do 1°, mozemy skorzystac
z przyblizenia dla maltych katow tgf ~ 0 i zapisac
zalezno$¢ miedzy katem obrotu belki a ugieciem jako

_dv

~dx

tgo

6
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Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

@ znajdzmy jeszcze jedna przydatna zalezno$é; z rysunku
widaé, ze ds = pdf, co mozemy zapisaé
1 df

p ds

@ z geometrii wiemy, ze jest to wyrazenie na krzywizne
dowolnej krzywej w punkcie (krzywizna to odwrotnos¢
promienia krzywizny)

o dla matych ugie¢ mozemy przyjac,

ze ds ~ dx; ponadto pamietajac, N
ze 0 = dv/dx, )
. . . v ds
mozemy zapisac . (£
Zemy zapt =l
dy d%v "X o
rR= — = —— -
dx  dx? ) o & I x
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Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

e znajdzmy zatem zalezno$¢ miedzy ugieciem belki a
obciazajacym ja momentem gnacym
@ rozwazmy przekrdj poprzeczny belki obracajacy sie

wskutek ugiecia o kat ¢
y
@ na przekroju tym wybierzmy punkt a

av.
oddalony od osi obojetnej o y E3

e w wyniku ugiecia belki punkt a
przemieszcza sie o v a
do pozycji a’ a’| X

e w wyniku obrotu przekroju
przemieszcza sie o u
do pozycji a” X
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Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

@ poniewaz przemieszczenia i obroty sa male mozemy
zalozy¢, ze po odksztalceniu belki punkt a w dalszym
ciagu znajduje sie w odleglosci y od osi belki oraz ze
przemieszcza sie poziomo z punktu a’ do punktu a”, a
nie po tuku

e z powstalego trojkata widaé, ze mozemy )
zapisaé nastepujaca zaleznosé Z_v
X
y dv B
Y dx 5
@ z definicji odksztalcenia normalnego Py ;‘;
wiemy, ze ¢ = du/dx 1\
@ mozemy zatem zapisaé y
d?v
cE=yv—r0 X
Y 2 4l
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Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

@ zgodnie z prawem Hooke’a mamy

d2
o=FEe :EydTCZ

e zdefiniujmy teraz moment gnacy jako funkcje sit
wewnetrznych na przekroju belki

@ zapisujac réwnanie momentow wzgledem osi z dla
odcietego fragmentu belki mamy

M:/aydA
A M
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Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

@ podstawiajac otrzymane wyzej wyrazenie na naprezenia
1 wyciagajac stale przed znak calki otrzymamy

d%v
M=E— [ y%dA
dx? / Y
A
o calka w powyzszym wyrazeniu jest momentem
bezwladnosci przekroju wzgledem osi I,; ostatecznie
otrzymujemy

Przyblizone réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

&0 _ M
dx? EI,
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Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

@ przeanalizujmy otrzymane réwnanie

@ jest ono ré6wnaniem przyblizonym, poniewaz
przyjeliSmy, ze ds ~ dx; w ten sposéb otrzymaliSmy
przyblizone réwnanie krzywizny, ktére znajduje sie po
lewej stronie réwnania

o dokladne réwnanie linii ugiecia otrzyma sie, wstawiajac
z lewej strony pelne wyrazenie na krzywizne krzywej,
czyli
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Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

@ w réwnaniu powyzszym widaé réwniez jak dziala
przyjete uproszczenie

e w mianowniku znajduje sie kat obrotu podniesiony do
kwadratu

@ poniewaz jest on bardzo maty, podniesiony do kwadratu
bedzie dazyl do zera

e tym samym w mianowniku zostanie jedynka,
a wyrazenie przyjmie wyprowadzong przez nas
uproszczong postac
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Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

e warto réwniez zauwazy¢ zwiazek miedzy krzywizna
belki a wartoscia momentu gnacego; réwnanie linii
ugiecia ma postac

1 Mx)

p EI

e zakladajac, ze belka jest pryzmatyczna, zar6wno modut
Young’a E jak i moment bezwladnosci I, sa stale

e zatem krzywizna belki zalezy tylko od wartosci
momentu gnacego, co widaé¢ na ponizszych przyktadach
belek wspornikowych obciazonych na wolnym koncu
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Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

e w przypadku sily skupionej (a) moment gnacy rosnie
w kierunku podpory, a tym samym promien krzywizny
maleje

e w przypadku momentu skupionego (b) moment gnacy
jest staly na calej dtugosci; staly jest rowniez promien
krzywizny; belka wygina sie w tuk kotowy

12 1
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Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

Do dalszych rozwazan i przykladéw obliczeniowych
przyjmujemy nastepujace konwencje
@ dodatnie zwroty osi x iy to w prawo i w goére
@ ugiecie v jest dodatnie w goére
@ kat obrotu 6 jest dodatni w kierunku przeciwnym do
ruchu wskazéwek zegara

e krzywizna « jest dodatnia jesli jest skierowana
wypukloscia w dét

e moment gnacy M jest dodatni jesli wywoluje Sciskanie
w goérnej czesci belki
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Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

Catkowanie ré6wnania

Aby wyznaczy¢ linie ugiecia belki nalezy dwukrotnie
scalkowac réwnanie rézniczkowe linii ugiecia

2 _ M

dx2  EI

ezg:ﬁ; [/M(x)dx—FC]

b= % U(/M(x)dx> dx+Cx+D]

State calkowania C i D wyznaczamy z warunkow
brzegowych, czyli sposobu podparcia belki.
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Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

Catkowanie ré6wnania

e warunki brzegowe okresla sie w punktach
charakterystycznych belki
@ najczesciej sa to punkty podparcia
@ w zaleznosci od typu podpory, mozliwe sa dwa przypadki
o kat obrotu belki jest réwny zeru
e ugiecie belki jest réwne zeru
o zwykle warunkéw brzegowych jest tyle ile statych
calkowania (ponizej dwa przyklady)

M~
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1) dlax=06=0 lub 6(0)=0 1) dlax=1/v=0lub v(/)=0
2)dlax=0v=0lub v(0)=0 2)dlax=3/v=0 lub v(3/)=0
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Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

Przyklady — proste przypadki

Zapisa¢ rownanie linii ugiecia belek przedstawionych na
rysunkach. Wyznaczy¢ wartosci ugiec¢ i katow obrotow w
punktach charakterystycznych.
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Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

Przyktad a)
e zadanie rozpoczynamy od wprowadzenia ukladu
wspélrzednych, zgodnie z przyjeta wyzej konwencja
@ z réwnan réwnowagi wyznaczamy reakcje w podporze,
ktére beda réwne

Ry =F oraz M4 = Fl

@ belka ma tylko jeden przedzial zmiennosci dla x;
odcinamy wiec fragment belki w odleglosci x od
poczatku uktadu wspétrzednych i zapisujemy réwnanie
momentéw wzgledem punktu odciecia

S"Mo=0 — —Fl+Fx—M(x)=0 '
F

dRA M(x)
v
B M, A o/ x

A X
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Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

Przyktad a)

@ z powyzszego réwnania zapisujemy réwnanie momentu
dla przedzialu, w tym przypadku catej belki

M(x) =Fx —Fl
@ jest to ré6wnanie, ktére podstawiamy do réwnania linii
ugiecia belki
d?v 1

e calkujemy réwnanie dwukrotnie
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Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

Przyktad a)

@ po pierwszym scatkowaniu otrzymamy réwnanie kata
obrotu belki

6(x) = 1% [;Fx2 — Flx + C}

@ po drugim scatkowaniu otrzymamy réwnanie linii
ugiecia belki

11 1
v(x) = i [6Fx3 - §le2 +Cx +D]

@ aby moéc skorzystaé z rownan musimy jeszcze wyznaczyc
stale calkowania C 1 D

Poznan, 2026 Wytrzymalosé materiatow IT 20/25



Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

Przyktad a)

e w przypadku belki wspornikowej mozna zapisa¢ dwa
warunki brzegowe

e ugiecie w utwierdzeniu jest réwne zeru: 1) v(0) =0
e kat obrotu w utwierdzeniu jest réwny zeru: 2) 6(0) = 0

@ zaczniemy od réwnania na kat obrotu, poniewaz jest
tam tylko jedna stata do wyznaczenia; moze nam do tego
postuzyé warunek brzegowy 2)

@ zgodnie z warunkiem, rownanie na kat obrotu
przyréwnujemy do zera, a za x podstawiamy 0; mamy
wiec

101

0(0) = 7 §F02—FZO+C =0 - C=0
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Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

Przyktad a)
e wiedzac juz, ze C = 0, uzywamy drugiego warunku
brzegowego, aby wyznaczy¢ druga stala

e zatem, ré6wnanie na ugiecie belki przyréwnujemy do 0, a
za x podstawiamy 0

171
v(0) = EI[6F03FZOZ+CO+D] =0 - D=0

@ podstawiajac state do uzyskanych wczesniej réwnan,
otrzymamy rozwiazanie zadania

O(x) = E’1I [;Fx —le}

v(x) = ElI [EliF xS — lez]
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Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

Przyktad a)

@ majac oba ré6wnania, mozna dla dowolnej wartosci x
wyznaczy¢ kat obrotu i przemieszczenie belki

e sprawdZmy te warto$ci dla konca belki, tzn. dlax =1

FI2 FI3

9(1) = _ﬁ oraz v(l) = _ﬁ

@ obie warto$ci sa ujemne, co jest zgodne z przyjeta

wczesniej konwencja: koniec belki obraca sie zgodnie
z ruchem wskazowek zegara i przemieszcza w doét
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Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

Przyktad c)

@ przeanalizujmy przyklad c); w tym przypadku mamy
dwa przedzialy, a co za tym idzie dwa rézne réwnania
momentow opisujace belke — jedno dla 0 < x < a i drugie
dlaa <x <1

@ oznacza to, ze calkowanie trzeba wykonac osobno dla
kazdego przedziatu

@ wygeneruje to cztery state calkowania — po dwie dla
kazdego przedzialu

ot .
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Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki

Przyktad c)

e z rysunku wida¢, ze sa dwa warunki brzegowe

@ pozostale dwa warunki uzyska sie analizujac
zachowanie sie belki

e poniewaz w punkcie przylozenia sily, na granicy
przedzialéw nie ma przegubu, a material zachowuje
ciaglosc, to belka zachowuje sie tak samo na koncu
pierwszego przedzialtu jak na poczatku drugiego, czyli
katy obrotu oraz przemieszczenia sa takie same

@ nalezy zatem przyréwnaé ré6wnania na 6 iv dla x
odpowiadajacego granicy przedzialow F

o jaki jest wynik?

fo%iwm .
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