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Plan wyktadu

@ Zastosowanie pretéw zakrzywionych

© Deformacja pretéw zakrzywionych
@ Wyznaczanie sil wewnetrzych
o Wyznaczanie przemieszczen

© Naprezenia w pretach zakrzywionych
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Zastosowanie pretéw zakrzywionych

Plan wyktadu

@ Zastosowanie pretéw zakrzywionych
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Zastosowanie pretéw zakrzywionych

Zalozenia

o w wiekszos$ci elementéw konstrukcyjnych os obojetna
jest prosta

@ jesli pojawiajg sie odchylenia, to sa zaniedbywalnie mate

@ sa jednak elementy konstrukcyjne, w ktérych linia
srodkowa jest zakrzywiona
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Zastosowanie pretéw zakrzywionych

Zalozenia

Prety zakrzywione analizuje sie przyjmujac podobne
zalozenia, jak dla pretéw prostych

wszystkie przekroje poprzecznie maja o$§ symetrii
wszystkie osie symetrii leza na jednej ptaszczyzZnie
0§ preta lezy w tej samej plaszczyzZnie — jest
krzywa plaska

silty zewnetrzne dzialaja
w tej samej plaszczyznie
deformacja preta zachodzi
w tej samej plaszczyznie
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Deformacja pretéw zakrzywionych

Plan wyktadu

© Deformacja pretéw zakrzywionych
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Deformacja pretéw zakrzywionych = Wyznaczanie sit wewnetrzych

Definicja sit wewnetrznych

@ przetnijmy pret przekrojem A-A i odrzuémy lewa czesé
o wszystkie sily dzialajace na odrzucona czesc beda
réwnowazone sitami wewnetrznymi na przekroju belki

e w pretach zakrzywionych pojawiaja sie trzy sily
wewnetrzne
o sila normalna - N =} (F},F§,F})

e sila poprzeczna -V = > (F' F}, F%)
e moment gnacy — M = > My(F1,Fy,Fs)
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Deformacja pretéw zakrzywionych = Wyznaczanie sit wewnetrzych

Konwencja znakéw

Wprowadzmy konwencje znakéw; jako dodatnie traktujemy
o sily normalne, ktore sa rozciagajace

@ sily poprzeczne, ktore otrzymujemy przez obrét
dodatniej sily normalnej o 90° w kierunku przeciwnym
do ruchu wskazowek zegara

e moment gnacy, ktéry zmniejsza krzywizne preta

Konwencja powyzsza jest prawdziwa dla obu czesci

przecietego preta, prawej i lewej.
" &%\
M+ N+ V+
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Deformacja pretéw zakrzywionych = Wyznaczanie sit wewnetrzych

Prety zakrzywione

Przyktad 1

Wyznaczy¢ sily wewnetrzne w precie zakrzywionym,
obciazonym sila F. Promien osi obojetnej jest rowny r.
Kat 0 zmienia sie w zakresie (0, 37).
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Deformacja pretéw zakrzywionych = Wyznaczanie sit wewnetrzych

Prety zakrzywione

Przyktad 1

@ poniewaz celem zadania jest wyznaczenie sil
wewnetrznych, zastosujemy metode przekroi myslowych

o przekrdj wygodnie jest zrobié tak, aby pozostala czesé
preta byla ta z obciazeniem; odrzucajac czes$¢ z podpora
unikamy koniecznos$ci wyznaczania
reakcji w podporze

@ odcinamy zatem fragment preta
w punkcie ’0’ na wspélrzednej 6 liczac
od punktu przylozenia sily

e w punkcie przeciecia wyznaczamy
kierunki: normalny do przekroju
nistyczny ¢

@ te same kierunki wyznaczamy
w punkcie przylozenia sity
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Deformacja pretéw zakrzywionych = Wyznaczanie sit wewnetrzych

Prety zakrzywione

Przyktad 1

@ na przekroju preta (punk ’0’)
wprowadzamy sily wewnetrzne,
zgodnie z przyjeta wczesniej
konwencja znakéw

o sile F rozkladamy na kierunkinit 4

e zaleznosci na poszczegélne sity
wewnetrzne otrzymamy z réwnan réwnowagi

>F,=0 > N-F,=0 — N=Fsinf
>F;=0 - V—-F;=0 — V=Fcos#
>My=0 — M —Frsin0=0 — M = Frsin0
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Deformacja pretéw zakrzywionych = Wyznaczanie sit wewnetrzych

Prety zakrzywione

Przyktad 1

@ na podstawie otrzymanych réwnan przygotowujemy
wykresy sit wewnetrznych N, V, M

e z ré6wnan widac, ze sily te zmieniaja sie zgodnie
z funkcjami trygonometrycznymi

@ wygodnie jest wyznaczy¢ kilka punktéw
charakterystyczny

e miejsca zerowe sil r
e maksima i minima sil

@ 9
@ dla czytelnosci rozwiazania wykres
kazdej sity dobrze jest umiescic¢
na osobnym rysunku F
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Deformacja pretéw zakrzywionych Wyznaczanie przemieszczen

Prety zakrzywione

Przyktad 2

Pret zakrzywiony w postaci ¢wiartki okregu utwierdzony
jest na jednym koncu (punkt A) i podparty przesuwnie na
drugim koncu (punkt B). Obciazenie, w postaci momentu
punktowego M, przylozonej jest do konca B.

@ narysowacé wykresy sil wewnetrznych
e wyznaczy¢ kat obrotu w punkcie B h
B

@ wyznaczy¢ przemieszczenie poziome
w punkcie B
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Deformacja pretéw zakrzywionych Wyznaczanie przemieszczen

Prety zakrzywione

Przyktad 2

e zadanie jest statycznie niewyznaczalne; pojawiaja sie
cztery reakcje

e zatem, aby rozwiazaé zadanie, nalezy najpierw
wyznaczy¢ wartos¢ reakcji nadmiarowej

@ mozna to tatwo zrobié, korzystajac z twierdzenia
Castigliano-Menabrea; w tym przypadku bedzie

_oU  [M(O)oM(0) , ds
"B = 5r, ~ | BT org 7"
s r
@ poniewaz pret jest zakrzywiony, jego \
elementarna dlugos$¢ wyrazona jest przez tuk ds

@ nalezy zatem zapisaé, ze ds = rd#,
a granice catlkowania zmieni¢ na 0 < 0 < 7/2
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Deformacja pretéw zakrzywionych Wyznaczanie przemieszczen

Prety zakrzywione
Przyktad 2

@ nalezy teraz zdefiniowa¢ moment wewnetrzny M (6)
zapisujac réwnanie réwnowagi

@ poniewaz energia odksztalcenia postaciowego
generowana przez sily normalna i styczna jest zazwyczaj
duzo mniejsza niz ta, generowana przez moment,
w obliczeniach pretéw zakrzywionych pomija sie ja

@ zgodnie z rysunkiem, ré6wnanie momentéw wzgledem
punku przeciecia ma postac

S"My=0 — M(0) —M — Rgrsinf =0
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Deformacja pretéw zakrzywionych Wyznaczanie przemieszczen

Prety zakrzywione

Przyktad 2

@ réwnanie sily wewnetrznej oraz jej pochodna maja
postaé

M(0) =M + Rgrsinf oraz 82;,%(5) =rsinf

@ podstawiajac powyzsze do twierdzenia, otrzymamy
w/2
1
UB = o7 /(M + Rprsinf)(rsinf)rdd = 0
0

. 4aM
o a wartoé¢ reakcjito Rp = -
™
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Deformacja pretéw zakrzywionych Wyznaczanie przemieszczen

Prety zakrzywione

Przyktad 2

@ znajac wartos¢ reakcji Rg mozna wyznaczy¢ pozostate
reakcje oraz sily wewnetrzne w precie

M M
4 v
N(9) = - sin ¢
7r
V(0) = —%cos@
T
4 .
M) =M(1— —sin6)
™

e wedlug powyzszych réwnan mozna sporzadzi¢ wykresy
sil

Poznan, 2026 Analiza Wytrzymatosciowa Konstrukeji. . . 17/37



Deformacja pretéw zakrzywionych Wyznaczanie przemieszczen

Prety zakrzywione

Przyktad 2

e aby wyznaczy¢ kat obrotu preta w punkcie B, nalezy
skorzystaé z twierdzenia Castigliano

5 U
B oM
@ wyznaczenie przemieszczenia poziomego punktu B
wymaga wprowadzania sily fikcyjnej Fy, M

zgodnie z rysunkiem,
1 rozwiazania roéwnania

UB:TF,O
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Deformacja pretéw zakrzywionych Wyznaczanie przemieszczen

Prety zakrzywione

Przyktad 3 [Juvinall, 1967]

Pierscien ttokowy o promieniu R obciazony jest miejscu
przeciecia sila F.

Znalez¢ zalezno$é miedzy sila potrzebna do rozwarcia
pierScienia a warto$cia rozwarcia 9.
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Naprezenia w pretach zakrzyw

Plan wyktadu

© Naprezenia w pretach zakrzywionych
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Naprezenia w pretach zakrzywionych

Wyznaczanie naprezen w pretach zakrzywionych

Rownania réwnowagi

Wszystkie trzy sktadowe sit wewnetrznych generuja
naprezenia

@ naprezenia normalne od sily rozciagajacej: oy =

|2

TS(y)

@ naprezenia styczne od sily poprzecznej: 7 = 5

@ naprezenia normalne od momentu gnacego: oy =7

Aby wyznaczy¢ te ostatnie nalezy rozpatrzyé ré6wnowage
odcietego fragmentu belki
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Naprezenia w pretach zakrzywionych

Wyznaczanie naprezen w pretach zakrzywionych

Analiza odksztalcen

Aby uzyska¢ informacje na temat rozkladu naprezen na
przekroju belki nalezy rozpatrzy¢ deformacje elementarnego
wycinka belki. Zakladamy przy tym, ze
e przekréj poprzeczny plaski i normalny do osi obojetne;j
przed odksztalceniem pozostaje taki po odksztalceniu
@ przekréj ten obraca sie wokoél osi obojetne;j

e wydluzenie i skrécenie wlékien, a zatem i naprezenia,
wzdluz linii réwno oddalonych od osi obojetnej sa takie
same
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Naprezenia w pretach zakrzywionych

Naprezenia w pretach zakrzywionych

@ naprezenia normalne w pretach zakrzywionych sa suma
naprezen od sity normalnej N oraz od momentu
gnacego M

gdzie:
A — pole powierzchni przekroju poprzecznego
S — moment statyczny przekroju wzgledem osi obojetne;j
y — odlegltos¢ widkna od osi obojetne;j
p — promien krzywizny wlékna oddalonego o y od osi
obojetnej
@ nalezy pamietac, ze oba skladniki naprezen moga by¢
dodatnie lub ujemne; nalezy to ustali¢ analizujac
zachowanie sie preta
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Naprezenia w pretach zakrzywionych

Naprezenia w pretach zakrzywionych

e w praktyce wyznacza sie warto$¢ naprezen na
powierzchni zewnetrznej preta, o najwiekszym
promieniu, i na powierzchni wewnetrznej, gdzie
promien jest najmniejszy

e znajac dodatkowo potozenie osi obojetnej, gdzie
naprezenia sa réwne zeru, mozna narysowac wykres
naprezen na przekroju preta; wykres ma ksztalt
hiperboli
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Naprezenia w pretach zakrzy

Naprezenia w pretach zakrzywionych

Zadanie wyznaczenia rozkladu naprezen w precie
zakrzywionym rozwiazujemy nastepujaco

dla wybranego przekroju, metoda przekroi myslowych,
wyznaczy¢ sity wewnetrzne N i M

obliczy¢ promien maksymalny i minimalny

wyznaczy¢ polozenie osi obojetne;j

wyznaczy¢ odleglo$¢ skrajnych wiékien od osi obojetnej
obliczy¢ moment statyczny

obliczy¢ naprezenia generowane przez moment gnacy
obliczy¢ naprezenia generowane przez sile normalna

obliczy¢ naprezenia w skrajnych wiéknach sumujac obie
skladowe z odpowiednim znakiem
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Naprezenia w pretach zakrzywionych

Naprezenia w pretach zakrzywionych

Przyktad 4 [Belyaev, 1979]

Wyznaczyé¢ rozklad naprezen w przekroju AB preta
zakrzywionego. Przyjaé nastepujace parametry

o FF=8KkN

o Ry = 80 mm
e h =80 mm

e b =30mm

e [ =250 mm
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Naprezenia w pretach zakrzywionych

Naprezenia w pretach zakrzywionych

Przyktad 4
@ przygotowujemy rysunek, ktéry
ulatwi rozwiazanie zadania

e punktem ’0’ oznaczamy
0$ obojetna

@ z uproszczonego schematu mamy

N = 8kN oraz M = 2 kNm

@ wartoscl promieni . "
R; =120 mm oraz Ry = 40 mm

Al b
N N v

R, Pl

r I

M R,
F 0 | ‘dp
; ‘N R,
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Naprezenia w pretach zakrzywionych

Naprezenia w pretach zakrzywionych

Przyktad 4

e aby wyznaczy¢ potozenie osi obojetnej yo, nalezy
najpierw obliczy¢ jej promien

@ mamy zatem
yo=Ro—r="17,18 mm

@ odleglosci skrajnych wiékien
y1=h/2+4+yo=47,18 mm
yo =h/2 —yo = 32,82 mm

@ moment statyczny

S = Ayo = 17232 mm?
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Naprezenia w pretach zakrzywionych

Naprezenia w pretach zakrzywionych

Przyktad 4

@ mozemy przystapi¢ do wyznaczenia naprezen od
momentu gnacego

M y,
’;:§7:—42 63 MPa

— = 95,23 MPa

0% sa ujemne, poniewaz wspétrzedna y, jest ujemna; poza tym
wynika to réwniez z charakteru zadania

@ naprezenia od sily normalne;j

aN:]Xv:&SSMPa
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Naprezenia w pretach zakrzywionych

Naprezenia w pretach zakrzywionych

Przyktad 4

@ ostateczne rozwiazanie otrzyma sie
sumujac obie sktadowe naprezen

01 =0N — 011’ = —39,3 MPa
o9 = OoN + O'g = 98,56 MPa
o wykorzystujac otrzymane wartoSei 41— -
oraz polozenie osi obojetnej, gdzie % | 2

naprezenia sa rowne zeru, mozna
przygotowac wykres naprezen

—39,3 MPa

@ dla poré6wnani warto naniesé
naprezenia wyznaczone tak
jak dla belki prostej

M
ob = 4

—— =62,5 MPa ,,(986MPa
I, ’
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Naprezenia w pretach zakrzywionych

Naprezenia w pretach zakrzywionych

Przyklad 4 — rozwiazanie MES

@ to samo zadanie rozwiazane metoda elementéw
skonczonych da bardzo zblizone wyniki

-44 MPa

l

(63 MPa)

100 MPa
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Naprezenia w pretach zakrzywionych

Naprezenia w pretach zakrzywionych

@ z przedstawionego wczesniej rozwigzania widac, ze
rozklad naprezen wyznaczany ze wzoru dla pretow
zakrzywionych rézni sie od tego, dla pretéw prostych

@ naprezenia przy mniejszym promieniu sa wieksze, a
przy wiekszym sa mniejsze niz naprezenia dla preta
prostego

@ roéznica ta bedzie tym wieksza, im wieksze bedzie
przesuniecie osi obojetnej
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Naprezenia w pretach zakrzywionych

Rozklad naprezen w pretach zakrzywionych

Whpltyw proporcji Ro/h

@ ponadto znaczenie ma réwniez wysokos¢ profilu

@ ponizej wida¢ wpltyw stosunku promienia §redniego do

wysokos$ci profilu

@ na osi pionowej przedstawiono stosunek naprezen przy
mniejszym promieniu do naprezen dla preta prostego
@ na podstawie powyzszego wykresu, prety kwalifikuje sie

jako
o silnie zakrzywione,
gdy Ro/h <5
e Srednio zakrzywione,
gdy Ro/h >5
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Naprezenia w pretach zakrzywionych

Rozklad naprezen w pretach zakrzywionych

Wskazowki projektowe

-16 MPa

e zjawisko spietrzenia naprezen
w pretach zakrzywionych ma
charakter lokalny

@ przesuwaja sie w glab materiatu, 12MPa
warto$¢ naprezen szybko spada

@ oznacza to, ze projektujac elementy z materialéw
plastycznych obciazonych statycznie, mozna czesto
pozostawic spietrzenie naprezen; material w tym
miejscu uplastyczni sie, a pozostala jego czesc
pozostanie sprezysta
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Naprezenia w pretach zakrzywionych

Rozklad naprezen w pretach zakrzywionych

Wskazowki projektowe

@ czestym bledem projektowym jest wzmacnianie miejsc
ze spietrzeniem naprezen

@ stosuje sie wzmocnienia z cienkiej blachy, w ktérych
pojawiaja sie naprezenia wyzsze niz w wyjSciowym
rozwiazaniu

246 MPa
244 MPa

350 MPa

KONSTRUKCJA
'"WZMOCNIONA'

KONSTRUKCJA
WYISCIOWA
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