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Wprowadzenie Réwnowaznos¢ pracy i energii

Rozwiagzywanie zagadnien mechaniki

Mozna wyré6znié dwa podejscia do rozwiazywania zagadnien
w mechanice
@ podejscie wektorowe
e polega na zapisaniu réwnania réwnowagi dla wielkosci
wektorowej, jak naprezenia czy sily
@ podejscie energetyczne
e wykorzystuje sie to, ze energia wewnetrzna systemu
osiaga minimum w stanie réwnowagi; poprzez
minimalizacje wyrazenia na energie mozna znalez¢ stan
réwnowagi konstrukeji

@ energie ukltadéw mechanicznych definiuje sie poprzez
prace, jaka zostata na nich wykonana
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Wprowadzenie Réwnowaznos¢ pracy i energii

Réwnowaznos¢ pracy i energii

Definicja pracy

@ rozpoczniemy zatem od przypomnienia definicji pracy

@ praca wykonana przez sile F na punkcie
przemieszczajac go z pozycji a do pozycji a1 nazywamy
iloczyn tej sily i drogi przebytej przez punkt

@ poniewaz w og6lnym przypadku kierunek dzialania sity
nie musi byé réwny z kierunkiem przemieszczenia
punku mozemy zapiaé

W=F-scosaa lub W=Fsp

gdzie sy jest projekcja drogi przebytej
przez punk na kierunek dzialania sity
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Wprowadzenie

Réwnowaznos¢ pracy i energii

Réwnowaznos¢ pracy i energii

Definicja pracy

@ w og6lnym przypadku sila i przemieszczenie zaleza od

czasu

@ majac zaleznosc sity od przemieszczenia w postaci
wykresu, mozna okresli¢ warto$¢ pracy liczac pole pod

wykresem

@ elementarna praca bedzie réwna

dW = F(t) - dsp(t)

@ a po scatkowaniu

W= [ F(t) dsp(t)
/
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Wprowadzenie Réwnowaznos¢ pracy i energii

Réwnowaznos¢ pracy i energii

Zamiana energii potencjalnej na energie odksztalcenia sprezystego

Jak energia potencjalna obciazenia jest zamieniana na
energie odksztalcenia sprezystego?
Zanim zaczniemy rozwazania, przyjmijmy pewne zalozenia:

@ obciazenie ma charakter statyczny — przykladane jest
stopniowo, a przyspieszenia konstrukcji mozna pominaé

o deformacja preta jest na tyle powolna, aby mozna byto
pomina¢ zjawisko bezwladnos$ci

e w kazdym momencie obciazania zaréwno uklad,
jak i jego czesci sa w ré6wnowadze

@ material preta podlega prawu Hooke’a
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Wprowadzenie Réwnowaznos¢ pracy i energii

Réwnowaznos¢ pracy i energii

Zamiana energii potencjalnej na energie odksztalcenia sprezystego

@ jako przyklad rozpatrzmy pret pionowy utwierdzony na
gérnym koncu, ze sztywnym dyskiem przymocowanym
na sztywno do drugiego konca

@ obok preta znajduje sie ciezar @, ktory zostanie
umieszczony na dysku

@ po podniesieniu ciezar zyska pewna energie,

a po upuszczeniu na dysk ciezar obnizy sie
w skutek wydluzania sie preta
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Wprowadzenie Réwnowaznos¢ pracy i energii

Réwnowaznos¢ pracy i energii

Zamiana energii potencjalnej na energie odksztalcenia sprezystego

@ obnizenie ciezaru o Al wiaze sie ze spadkiem jego
energii o Ug

o ta energia zostaje zamieniona na energie odksztalcenia
sprezystego U,

@ obie energie mozemy wyrazi¢ poprzez
prace — energie ciezaru jako prace BB
sit zewnetrznych (W, ), a energie
odksztalcenia sprezystego

jako prace sit wewnetrznych (—W;) %
e czyli UroleQ;] / Al
U Q= We oraz Ug = _Wi Uporar -Up Y
X 'X
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Wprowadzenie Réwnowaznos¢ pracy i energii

Réwnowaznos¢ pracy i energii

Zamiana energii potencjalnej na energie odksztalcenia sprezystego

@ nalezy wyjasnic, dlaczego praca sil wewnetrznych jest
ujemna

e sily wewnetrzne to sily oddzialywania miedzy atomami

@ w czasie rozciagania atomy przemieszczaja sie zgodnie z

osia, natomiast sity oddzialywania skierowane sa
przeciwnie do osi — praca jest zatem ujemna
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Wprowadzenie Réwnowaznos¢ pracy i energii

Réwnowaznos¢ pracy 1 energii

@ zgodnie z zasadg zachowania energii dla ciat
sprezystych
Ug=U.
@ co jest zgodne z zasada prac wirtualnych
WeZ—Wi — We—WiZO
@ ostatecznie mozemy zapisac
U. =W,

Uwaga!

tylko inne formy energii moga przeksztalcic¢ sie w energie
odksztalcenia sprezystego; praca W, jest tylko miara energii
potencjalnej sil zewnetrznych
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Wprowadzenie Réwnowaznos¢ pracy i energii

Pierwsza zasada termodynamiki

o ten sam wyniki otrzymamy wychodzac z pierwszej
zasady termodynamiki

@ nie mozna zmierzy¢ catkowitej energii wewnetrznej
uktadu; mozna jednak zmierzy¢ zmiany tej energii

Pierwsza zasada termodynamiki

Suma pracy wykonanej na ukladzie mechanicznym przez
sily zewnetrzne i ciepta dostarczonego do ukladu z zewnatrz
jest rowna sumie wzrostu energii wewnetrznej i zwiekszeniu
energii kinetycznej

OW + 0H = 6U + 0K
e zakladajac brak wymiany ciepta i brak ruchu
oW =46U
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Wprowadzenie obciazenia

Plan wyktadu

@ Wprowadzenie

o Energia odksztalcenia sprezystego dla prostych
przypadkow obciazenia
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Wprowadzenie obciazenia

Energia odksztalcenia sprezystego

Wyznaczanie energii odksztalcenia sprezystego dla prostych
przypadkow obciazenia.
@ rozciaganie (Sciskanie)
o obcigzenie: sila osiowa F'
przemieszczenie: wydluzenie Al

_1F%
F~9EA
1 ZF2d ZEA du\?
X u
UF:z/m lub UF:/z<dx> dx
0 0
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Wprowadzenie obciazenia

Energia odksztalcenia sprezystego

Wyznaczanie energii odksztalcenia sprezystego dla prostych
przypadkow obciazenia.

o skrecanie
e obciazenie: moment skrecajacy M,
przemieszczenie: kat skrecenia ¢

1M
MS_QGIO
1 [ M2 [ Gl (dp\?
_ = s aX _ [ Yo [ay
UMS— 2/ GI() lub UMS / 2 <dx> dx
0 0
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Wprowadzenie obciazenia

Energia odksztalcenia sprezystego

Wyznaczanie energii odksztalcenia sprezystego dla prostych
przypadkow obciazenia.
@ zginanie
o obcigzenie: moment gnacy M,
przemieszczenie: kat obrotu belki 6

B 1Mzl
M: — 9 BT
l l
1 Mzdx EI (dv\?2
0 0

Poznan, 2026 Analiza Wytrzymatosciowa Konstrukeji. . . 16/28



Wprowadzenie obciazenia

Energia odksztalcenia sprezystego

o wszystkie powyzsze formuly maja taka sama strukture,
co ulatwia to ich zapamietanie i uzycie przy
rozwigzywaniu zadan

@ struktura ta ma postaé

- P;6;
o 0; — wspolrzedna uogdélniona
°u, p 0
e P; —sita uogélniona
o F, M,, M,

e do powyzszej rownosci wrocimy przy wyprowadzaniu
twierdzenia Castigliano
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Wprowadzenie obciazenia

Energia odksztalcenia sprezystego

Przyktad 1

Wyznaczyé energie odksztalcenia sprezystego zgromadzona
w swobodnie podpartej belce obciazonej sila poprzeczna F.

yT F El

4T
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Wprowadzenie obciazenia

Energia odksztalcenia sprezystego
Przyktad 2

Wyznaczyé energie odksztalcenia sprezystego zgromadzona
w belce wspornikowej obciazonej na swobodnym koncu silg
poprzeczna F' i momentem gnacym M.

y
F El

=
= x
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Twierdzenie Castigliano

Twierdzenie Castigliano

e rozwazmy belke swobodnie podparta, obciazana w
dwéch etapach

e energia odksztalcenia sprezystego nie zalezy od
kolejnosci tych etapow

... |dR
2 krok obcigzenia

i3]
ST

1 krok obciazenia
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Twierdzenie Castigliano

Twierdzenie Castigliano

Twierdzenie

Pochodna czastkowa energii odksztalcenia sprezystego
wyznaczona wzgledem danej sily jest réwna przemieszczeniu
punktu w kierunku, w ktérym ta sila dziala.

oU
OP;

5 =

@ J; — wspoélrzedna uogélniona
ou, p, 0

@ P; —sila uogédlniona
oF. T, M
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Twierdzenie Castigliano

Twierdzenie Castigliano

Przyktad 1

Wyznaczyé przemieszczenie poziome u i pionowe v punktu
przylozenia sily.
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Twierdzenie Castigliano

Twierdzenie Castigliano

7 praktycznych powoddéw czesto uzywa sie zmodyfikowanego
twierdzenia Castigliano

oUu B
oP, aP 2EI ~ ] "EI “op,

0 =

Poniewaz zwykle sa dwie wspéirzedne uogélnione, mozemy

zapisac
_0U _ [Mx) M),
~oF ) EI oF “
_0U  [M(x)OM(x)
b=~ | BT o &
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Twierdzenie Castigliano

Twierdzenie Castigliano

Wyznaczy¢ przemieszczenie pionowe belki wspornikowej
w punkcie C.
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Twierdzenie Castigliano

Twierdzenie Castigliano

@ szczegbélnym przypadkiem twierdzenia Castigliano jest
twierdzenie Castigliano-Menabrea

@ pozwala ono rozwiazywac zadania statycznie
niewyznaczalne

@ poniewaz wiadomo, ze przemieszczenie punktu,
w ktorym belka jest podparta jest réwne zeru, mozemy
zapisaé

oU y R;

UR. = =0 q
‘'~ OR; IR
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Twierdzenie Castigliano

Twierdzenie Castigliano

Dzigki twierdzeniu Castigliano mozna

@ wyznaczaé przemieszczenia punktéw konstrukeji,
w ktérych przylozone jest obciazenie

e wyznaczaé przemieszczenia dowolnych punktéw
konstrukcji poprzez przylozenie w nich ,sily zerowej”

@ obliczac¢ zadania statycznie niewyznaczalne

Poziom trudnos$ci zadania nie zalezy od zlozonosci
konstrukeji.
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Twierdzenie Castigliano

Twierdzenie Castigliano

Analiza ram

UKLAD
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Twierdzenie C gliano

Twierdzenie Castigliano

Rama obciazona jest intensywnoscia g. Oba elementy ramy
maja jednakowa dlugosc [ i taka sama sztywnosé E, I.

Wyznaczy¢:
¥

B HHHHHHHHmc

@ przemieszczenie punktu C, ; — 4;7

e maksymalny moment gnacy,

@ obrot w punkie B.
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