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Naprezenia w belce zginanej Podstawowe pojecia i zalozenia

Plan wyktadu

@ Naprezenia w belce zginanej
@ Podstawowe pojecia i zalozenia
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Naprezenia w belce zginanej Podstawowe pojecia i zalozenia

Naprezenia jako funkcje sit wewnetrznych

o sily wewnetrzne w belce r6wnowazone sa naprezeniami
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Naprezenia w belce zginanej Podstawowe pojecia i zalozenia

Naprezenia jako funkcje sit wewnetrznych

e analizujac stan réwnowagi mozna wykazaé, ze moment
réwnowazony jest przez naprezenia normalne, a sita
poprzeczna przez naprezenia styczne
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Naprezenia w belce zginanej Podstawowe pojecia i zalozenia

Naprezenia jako funkcje sit wewnetrznych

@ pozwala to analizowac oddzielnie oba rodzaje naprezen
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Naprezenia w belce zginanej Podstawowe pojecia i zalozenia

Obserwacje z eksperymentu

@ linie prostopadle do osi obracaja sie i pozostaja proste
@ gorne widokna skracaja sie, a dolne wydluzaja
o szeroko$c belki w strefie Sciskanej zwieksza sie,

a w strefie rozciaganej zmniejsza
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Naprezenia w belce zginanej Podstawowe pojecia i zalozenia

Whnioski z eksperymentu

e mamy do czynienia ze zginaniem ptaskim; o$ belki po
odksztalceniu pozostaje w plaszczyznie symetrii

@ poniewaz proste prostopadle do osi przed
odksztalceniem pozostaja takie po odksztalceniu,
to samo dotyczy calego przekroju poprzecznego

e deformacja wlékna nie zalezy od jego polozenia na
szerokosci belki
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Naprezenia w belce zginanej Podstawowe pojecia i zalozenia

Whnioski z eksperymentu

@ poniewaz gérne widokna sa $ciskane a dolne rozciagane,
istnieje linia, ktérej dlugosé sie nie zmienia

e wildékna niepodlegajace odksztalceniom tworza
plaszczyzne obojetna, ktéra w przecieciu z plaszczyzna
symetrii tworzy os obojetna

@ obroty przekroi nastepuja wokdél osi obojetne;j

o deformacja belki jest zgodna ze wspélczynnikiem
Poisson’a
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Naprezenia w belce zginanej Podstawowe pojecia i zalozenia

Zalozenia do wyprowadzenia zaleznosci dla
naprezen

Hipoteza o nieoddzialywaniu widkien

wlokna belki, réwnolegle do jej osi, podlegaja rozciaganiu lub
$ciskaniu w kierunku wzdluznym i nie oddzialuja na siebie
w kierunku poprzecznym

Hipoteza ptaskich przekroi

kazdy poprzeczny przekrdj belki, ptaski przed deformacja,
pozostaje plaski i prostopadly do odksztalconej osi po
deformacji
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Naprezenia w belce zginanej Podstawowe pojecia i zalozenia

Zalozenia do wyprowadzenia zaleznosci dla
naprezen

Ponadto:

@ deformacja wiékien réwno oddalonych od osi obojetnej
jest taka sama na catej szerokosci przekroju

@ belka ma plaszczyzne symetrii, w ktorej znajduja sie
wszystkie obciazenia, i w ktorej nastepuje deformacja

@ material podlega prawu Hooke’a, a moduly sprezystosci
wzdluznej sa takie same dla rozciggania i Sciskania

@ proporcje wymiarow sa takie, ze belka pozostaje w
stanie czystego zginania
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Naprezenia w belce zginanej Podstawowe pojecia i zalozenia

Zginanie plaskie

e w zginaniu plaskim wszystkie sily, czynne i bierne,
dzialaja w tej samej ptaszczyzZnie

o w tej samej plaszczyznie zachodzi zginanie belki

Poznan, 2026 Mechanika i Wytrzymatosé Materiatéw 12/41



Naprezenia w belce zginanej | Naprezenia normalne w belce

Plan wyktadu

@ Naprezenia w belce zginanej

e Naprezenia normalne w belce
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Naprezenia w belce zginanej | Naprezenia normalne w belce

Odksztalcenia liniowe w belce zginanej

o odksztalcenie liniowe definiuje sie jako stosunek zmiany
dtugosci elementu do jego dlugosci poczatkowe;j
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Naprezenia w belce zginanej | Naprezenia normalne w belce

Odksztalcenia liniowe w belce zginanej

e analizujac zmiane dlugosci wiékna belki otrzymuje sie
ponizsza zaleznosé

yt M M
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Naprezenia w belce zginanej | Naprezenia normalne w belce

Odksztalcenia liniowe w belce zginanej

e odksztalcenia zaleza zatem liniowo od wspélrzedne;j y;
okresla sie je jako ujemne, gdy powoduja skracanie
wlékien materiatu

yt M M

y & dx

Poznan, 2026 Mechanika i Wytrzymatosé Materiatéw 16/41



Naprezenia w belce zginanej | Naprezenia normalne w belce

Naprezenia normalne w belce zginanej

@ zgodnie z przyjetymi zalozeniami material jest
liniowo-sprezysty, a jego sztywnos¢ jest taka sama przy
rozciaganiu i Sciskaniu

e korzystajac z wyrazenia na odksztalcenia, mozemy
zapisac
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Naprezenia w belce zginanej | Naprezenia normalne w belce

Naprezenia normalne w belce zginanej

@ zgodnie z przyjetymi zalozeniami material jest
liniowo-sprezysty, a jego sztywnos¢ jest taka sama przy
rozciaganiu i Sciskaniu

e korzystajac z wyrazenia na odksztalcenia, mozemy
zapisac
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P

e warto$¢ naprezen mozna wyznaczy¢ analizujac
réwnowage odcietego fragmentu belki
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Naprezenia w belce zginanej | Naprezenia normalne w belce

Naprezenia normalne w belce zginanej

@ z ré6wnania réwnowagi sumy rzutéw sil na os x
otrzymamy

> Fr=0 — /adA:0—> E/ydA:O
p

A A

@ poniewaz wielkosci przed catka sa stalymi ré6znymi od
zera, rownanie jest spelnione tylko, gdy y = 0; zatem
catka musi by¢ réwna zeru

o catka powyzsza to moment statyczny przekroju, ktéry
jest zerowy, jesli o§ pozioma przekroju przechodzi przez
jego srodek ciezkosci

e dowodzi to, ze 0§ obojetna belki, dla ktérej o = 0,
przechodzi przez srodek ciezkosci przekroju
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Naprezenia w belce zginanej | Naprezenia normalne w belce

Naprezenia normalne w belce zginanej

@ z réwnania réwnowagi sumy momentéw wzgledem osi z
otrzymamy

Y M. =0 — /aydA:Me E/y2dA:M
p
A

o calka powyzsza jest osiowym momentem bezwladno$ci
I,; mozemy zatem zapisaé
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@ poréwnujac to z wyrazeniem otrzymanym z analizy
odksztalcen otrzymamy formule na wyznaczanie
naprezen normalnych w przekroju belki
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Naprezenia w belce zginanej Naprezenia normalne w belce

Rozktad naprezen

e rozklad naprezen normalnych na wysokosci belki —
wynik analizy MES dla czystego zginania
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rozktad naprezen normalnych
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Naprezenia w belce zginanej | Naprezenia normalne w belce

Rozktad naprezen

o rozklady naprezen dla przykladowych przekroi belki
przedstawiono ponizej

e w kazdym przypadku rozklad jest liniowy, a wartosé
zerowa pojawia sie w Srodku ciezkos$ci belki
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Naprezenia w belce zginanej | Naprezenia normalne w belce

Rozktad naprezen

Wplyw geometrii belki na rozktad naprezen

e liniowy rozklad naprezen pojawia sie w belkach o
proporcjach //h > 8

e nawet wtedy w okolicach podpory rozklad nie jest
liniowy

o dla belek wysokich rozktad naprezen jest nieliniowy, a
0§ obojetna jest przesunieta wzgledem srodka ciezkosci

i —— /?/v %
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Naprezenia w belce zginanej Projektowanie belek — warunek wytrzymatosciowy

Plan wyktadu

@ Naprezenia w belce zginanej

@ Projektowanie belek — warunek wytrzymalo$ciowy
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Naprezenia w belce zginanej Projektowanie belek — warunek wytrzymatosciowy

Projektowanie belek

o gléwnym celem przy projektowaniu belek jest uzyskanie
najlepszego stosunku sztywnosci do masy

e uzyskanie tego wymaga racjonalnego rozlozenia
materialu na przekroju belki

@ idealnym rozwiazaniem jest podzielenie przekroju
poprzecznego na dwa réwne obszary i odsuniecie ich jak
najdalej od osi obojetne;j

belka trojwarstwowa belka dwuteowa
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Naprezenia w belce zginanej Projektowanie belek — warunek wytrzymatosciowy

Projektowanie belek

Projektujac belke nalezy uwzgledni¢:
e typ konstrukeji (pojazd, samolot, budynek)
material
wartosc¢ 1 rozklad obciazenia
warunki pracy
koszt
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Naprezenia w belce zginanej Projektowanie belek — warunek wytrzymatosciowy

Projektowanie belek

@ naprezenia w belce sa funkcja liniowa odleglosci od osi

obojetnej
y T Y
<4 :
o | ¥o Zk N %
e warto$¢ naprezen gnacych wyznaczamy z zaleznos$ci
5o M=y
I,

e warunek wytrzymaloSciowy ma postac

i Mz,maxymax <
Omax = I > Odop
z
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Naprezenia w belce zginanej Projektowanie belek — warunek wytrzymatosciowy

Projektowanie belek

Przekréj symetryczny

Rozpatrzmy belke o przekroju podwdjnie symetrycznym (np.
prostokat, dwuteownik)
@ odleglosci od osi obojetnej do widkien najbardziej
rozciaganych i najbardziej Sciskanych sa takie same

Y1 =)2
o warto$ci naprezen w skrajnych wiéknach sa takie same
-t
Jmax - Umax
y y O
' M, S )
: e
X
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Naprezenia w belce zginanej Projektowanie belek — warunek wytrzymatosciowy

Projektowanie belek

Przekréj symetryczny

Jedli przyjmiemy, ze material zachowuje sie tak samo przy
rozciaganiu oraz Sciskaniu, mozemy uprosci¢ warunek
wytrzymalosciowy do postaci

_ Hzmax _
Omax = W > Odop
z

gdzie W, jest wskaznikiem wytrzymatosci przekroju na
zginanie definiowanym jako

W L

y max

Wskaznik ten jest czesto podawany w katalogach obok
momentéw bezwladnoSci i pola przekroju.
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Naprezenia w belce zginanej Projektowanie belek — warunek wytrzymatosciowy

Projektowanie belek

Przekréj symetryczny

Czesto w praktyce z warunku wytrzymatoSciowego wyznacza
sie minimalna warto§¢ wskaznika wytrzymatosci na
zginanie i na jego podstawie dobiera sie z katalogu przekrdj

belki.
Mz,max

W, > —"—
Odop
Mozna w ten spos6b dobrac kilka przekroi, dla réznych
materialéw, i poréwnac je po wzgledem masy, ceny oraz
aspektéw uzytkowych.
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Naprezenia w belce zginanej Projektowanie belek — warunek wytrzymatosciowy

Projektowanie belek — przyktad

Przekréj symetryczny

Dobra¢ dwie belki podtrzymujace kladke. Maksymalne obciazenie
kladki, rozlozone réwnomiernie, to 1600 kg. Zaproponowaé dwa
rozwigzania z réznych materialow. Odleglo§é miedzy podporami
belki [ = 2500 mm. Szerokos¢ ktadki b = 1300 mm.
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Projektowanie belek — warunek wytrzymatosciowy

Naprezenia w belce zginanej

Projektowanie belek — przyktad

Przekréj symetryczny

KATALOG RUR PROSTOKATNYCH STALOWYCH

M =masa 1 metra Iy = moment bezwtadno$ci na skrecanie
A = pole powierzchni przekroju poprzecznego Wy, = wskaznik wytrzymato$ci przekroju na skrecanie
-1 Ay = pole powierzchni zewnetrznej
= | = moment bezwtadnosci ® Wymiary zalecane
W = wskaznik wytrzymatosci przekroju m  Po uzgodnieniu przy zamawianiu
W, = plastyczny wskaznik wytrzymatosci
i =promieri bezwtadnosci Gestoéc obliczeniowa = 7,85 g/em?
a b s M A Ay Iy ly WX3 Wy, é ng ix iy Iy Wy
[mm] | [mm] | [mm] | [ka/m] | [em?] |[m#%m]| [em*] | [em*] | [em®] | [em®] | [em®] | [em®] | [em] | [em] | [em] | [cm®]
100 80 2,0 545 6,94| 0353| 103,80 7387 20,76 18,47| 2438| 2097 3,87 326| 13459| 29,24
100 80 2,5 6,74 8,59| 0,351 126,86 90,17 2537 22,54| 2998| 2577 3,84 324| 16584| 3573
100 80| @30 801 1021 0350| 148,81| 10564| 29,76 2641| 3539 3040 3,82 322| 196,12| 4191
100 80| @40 1048 1335| 0,346| 18947 134,17 37,89 3354| 4562| 39,15 3,77 3,17| 253,79| 53,38
100 80 50 1284 16,36] 0,343] 22594| 15961 4519 39.90| 5509| 47.24 3.72 312| 307.55| 63.72
120 40 2,0 4,82 6,14| 0,313| 104,07 1850 17,34 925 22,28 10,21 4,12 174 5232 16,78
120 40 2,5 596 759 0311 126,71 2230| 2112| 1115 2732| 12,47 4,09 171 6377 2027
120 40 3,0 7,07 9,01| 0310| 148,04| 2579 2467 12,89| 32,16| 14,60 4,05 169 7456( 2351
120 40 40 922| 1175/ 0306] 186.89] 3190| 3115 1595| 4121] 1853 3.99 165| 9423| 2924
120 60 2,0 545 6,94| 0353 13192 4533 21,99 1511| 27,00 16,75 4,36 2,56| 107,88 26,05
120 60 2,5 6,74 8,59| 0351 161,23 5515 26,87 18,38| 3320| 20,56 4,33 2,53| 132,57| 3175
120 60| @30 801 1021 0350| 189,12| 64,40| 3152| 2147 39,18 2421 4,30 251| 156,34 37,14
120 60| ®40( 1048 1335| 0,346| 240,74 81,25 40,12 27,08 5049| 31,08 4,25 247| 201,12| 47,05
120 60 50 1284 16,36] 0,343] 28697| 9599 4783 32,00| 6095| 37.38 419 242| 24223| 5585
120 80 2,0 6,07 7,74 0393| 159,77| 86,04 26,63 2151 31,72| 24,09 4,54 333| 17500 3532
120 80 2,5 753 9,59 0,391 195,75| 105,19 32,63 26,30| 39,07| 2965 4,52 331| 21582| 4323
120 80| @30 896 1141 0390| 230,20| 12343| 3837 30,86| 46,20| 35,02 4,49 3,29| 25547| 50,80
120 80| @40 11,73| 14,95| 0,386| 294,59 157,29 49,10 39,32| 59,77| 4523 4,44 324| 331,24| 64,93
120 80 50( 1441 1836| 0,383| 353,14 187,78 58,86 46,94| 7245| 5474 4,39 3.20| 402,27\ 77,77
120 80 6,0 16,98 21,63] 0379 406,06] 21503 67,68 653,76] 8425| 6355 4,33 3,15] 468,54 89,40
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Naprezenia w belce zginanej Projektowanie belek — warunek wytrzymatosciowy

Projektowanie belek — przyktad

Przekréj symetryczny

KATALOG DREWNA KONSTRUKCYJNEGO

Wskaznik wytrzymatosci na zginanie W, [cm?]
wysokos¢ [cm]

8 10 12 14 16 18 20
8
10 166,7
12 | 128,0 200,0 288,0
14 | 1493 233,3 336,0 457,3
16 | 170,7 266,7 384,0 522,7 682,7
T 18 | 192,0 432,0 588,0 972
% 20 | 2133 333,3 480,0 653,3 853,3 1080 1333
§ 22 366,7 528,0 718,7 938,7
E 24 | 256,0 400,0 576,0 784,0 1024 1296 1600
@ 26 624,0 849,3 1109
28 466,7 672,0 914,7 1195 1512 1867
30 1280
32 533,3 768,0 1045 1365 1728 2133
36 864,0 1176 1536 1944 2400
40 960,0 1307 1707 2160 2667
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Naprezenia w belce zginanej Projektowanie belek — warunek wytrzymatosciowy

Projektowanie belek

Przekr6j niesymetryczny

W przypadku, gdy przekrdj belki nie jest symetryczny
wzgledem osi obojetnej, a material ma inne wlasnosci przy
rozciaganiu i Sciskaniu, nalezy sprawdzi¢ dwa warunki

c T
Mz,maxyl < 5 oraz Mz,maxyz <o
I, —= Ydop I, = Ydop
Y y i ”
A M ) R@Z
z Y C [ xo ¢
E SHlk) S ; 7 7777 .
O ¢

Nalezy pamietaé, ze maksymalne naprezenia rozciagajace i
$ciskajace moga znajdowa¢é sie w réznym miejscach na
dtugosci belki.
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Naprezenia w belce zginanej Projektowanie belek — warunek wytrzymatosciowy

Projektowanie belek — przyktad

Przekr6j niesymetryczny

Wyznaczyé ekstremalne wartosci naprezen w belce
przedstawionej na rysunku. Przekro6j poprzeczny belki ma
ksztalt teownika. Granica plastycznosci dla materiatu belki:
przy rozciaganiu R, = 120 MPa, RS = 75 MPa. Wspétczynnik
bezpieczenstwa n = 3.

y
2ql
4ql%
R ”/||||||||||||||||||||||L||||V
N7 B4 X
| 21 81 21
y
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z
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Naprezenia w belce zginanej Projektowanie belek — warunek wytrzymatosciowy

Projektowanie belek

Belki o stalej wytrzymatosci

@ aby w pelni wykorzysta¢ materiat belki nalezy ja tak
uksztaltowaé, aby w kazdym jej miejscu naprezenia byly
réwne naprezeniom dopuszczalnym

e tak zaprojektowane belki nazywamy belkami o stalej
wytrzymalosci

e rozpatrzmy belke wspornikowa przedstawiona ponizej;
zakladamy, ze szerko$c¢ belki bedzie stala, a jej wysoko$é
zmienna wzdtuz osi

y yi
F

A = - |hx)
X BY x z

/
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Naprezenia w belce zginanej Projektowanie belek — warunek wytrzymatosciowy

Projektowanie belek

Belki o stalej wytrzymatosci

e dla zadanych wartosci dlugosci, sity, szerokosci
1 naprezen dopuszczalnych otrzymamy nastepujaca
zalezno§¢ na wysokos$c¢ przekroju belki

ha) = )% b h(x):h(B)\/f

Tdopb
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Naprezenia w belce zginanej Spietrzenia naprezen przy zginaniu

Plan wyktadu

@ Naprezenia w belce zginanej

@ Spietrzenia naprezen przy zginaniu
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Naprezenia w belce zginanej Spietrzenia naprezen przy zginaniu

Spietrzenie naprezen przy zginaniu

Belka z otworem

e przyjrzyjmy sie jak karby wplywaja na rozktad
naprezen w belkach

e rozklad naprezen sprawia, ze niewielkie otwory
wykonane w osi belki nie oslabiaja jej znaczaco

%ﬁ
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Naprezenia w belce zginanej Spietrzenia naprezen przy zginaniu

Spietrzenie naprezen przy zginaniu

Belka z otworem

@ przyblizona formula na naprezenia na krawedzi otworu
belki zginanej

op ~ 204 =

I,

e otwory w belkach obnizaja ich mase oraz pelnia funkcje
uzytkowa — mozna nimi przeprowadzac przewody
réznych instalacji
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Spietrzenie naprezen przy zginaniu

Belka z karbem

e gorszy wplyw na rozklad naprezen w belce maja karby
zewnetrzne, poniewaz w tych miejscach naprezenia sa
najwieksze — przenoszona jest najwieksza czesc
obciazenia
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