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Definicja i przyklady czystego skrecania
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Definicja i przyklady czystego skrecania

Skrecanie — definicje

@ z czystym skrecaniem mamy do czynienia wtedy, gdy
rézna od zera jest tylko suma momentéw wzgledem osi
preta

@ w przekroju poprzecznym pojawia sie jedynie moment
M (x) oznaczany jako M;

@ pozostatle sily i momenty sa réwne zeru
N(x)=T(y) =T(z) =M(y) =M(z) =0
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Definicja i przyklady czystego skrecania

Skrecanie — idea ([Steif, 2012])

@ idea czystego skrecania przedstawiona jest na
ponizszym rysunku; w stanie czystego skrecania
znajduje sie sSrodkowa czes¢ drut o dlugosci L

3) . O e e
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Definicja i przyklady czystego skrecania

Skrecanie — przyktady (steif, 20121)

e przykladami elementéw poddawanych skrecaniu sa:
waly w przekladniach, drazki skretne w zawieszeniu
samochodu, srubokret
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Definicja i przyklady czyst

Skrecanie — definicje

liniowy element konstrukcyjny obciazony momentem
skrecajacym

@ ¢ — kat skrecenia walu
e v — kat obrotu tworzacej

@ r — promien waltu
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Definicja i przyklady czy

Skrecanie — definicje

@ mozliwe sa dwa rodzaje obciazenia: moment przylozony
w punkcie i intensywnos¢ momentu

e konwencja znakow: okresla reguta prawej dloni
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Zaleznosci statyczne, geometryczne i fizyczne

Plan wyktadu
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Zaleznosci statyczne, geometryczne i fizyczne

Skrecanie — deformacja

e sprawdZmy w eksperymencie, jak zachowa sie element
konstrukcyjny poddany skrecaniu

@ rozpatrzmy element o przekroju okraglym (a)
oraz prostokatnym (b)

@ na obu elementach narysujmy siatke tworzaca kwadraty
na powierzchni
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Zaleznosci statyczne, geometryczne i fizyczne

Skrecanie — deformacja

o w przypadku walca (a) widac, ze jego tworzace przyjety
ksztalt linii érubowej, a linie prostopadle do osi
pozostaly proste; czolo preta pozostalo plaskie

o w przypadku prostokata (b) widac, ze linie prostopadle
do osi zdeformowaly sie, podobnie jak czoto preta, ktore
nie jest juz plaskie
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Zaleznosci statyczne, geometryczne i fizyczne

Skrecanie — deformacja

Wyniki eksperymentu

@ na podstawie eksperymentu, statycznej préby
skrecania, mozna przyjaé, ze wal poddany skrecaniu
znajduje sie w stanie czystego Scinania — kazdy
z kwadratow siatki naniesionej przed eksperymentem,
zamienia sie¢ w romb po deformacji watu

model watu

utwierdzonego deformacja

. 7 przed obcigzeniem po obciazeniu
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Zaleznos yczne, geometryczne i fizyczne

Deformacja watu kolowego od skrecania

Zalozenia

1@

<

o wszystkie tworzace walu obracaja sie o ten sam kat:
Y1 =2

e wszystkie narysowane na powierzchni kwadraty
zmieniajg sie w romby (deformacja od $cinania)
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Zaleznos yczne, geometryczne i fizyczne

Deformacja watu kolowego od skrecania

Zalozenia

e kazdy przekrdj poprzeczny obraca sie wzgledem innego
przekroju o kat skrecenia proporcjonalny do wielko$ci
momentu skrecajacego i odleglo$ci miedzy przekrojami
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Zaleznos yczne, geometryczne i fizyczne

Deformacja watu kolowego od skrecania

Zalozenia

@ powierzchnie czotowe nie deformuja sie, a przekroje
poprzeczne pozostaja kolowe
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Zaleznos yczne, geometryczne i fizyczne

Deformacja watu kolowego od skrecania

Zalozenia

@ promienie na powierzchniach czolowych po deformacji
pozostaja proste i obracaja sie o ten sam kat 1 = 9
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Zaleznos yczne, geometryczne i fizyczne

Deformacja watu kolowego od skrecania

Zalozenia

@ odleglosci miedzy sasiednimi przekrojami nie zmieniaja
sie po deformacji
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Zaleznosci statyczne, geometryczne i fizyczne

Hipotezy

Hipoteza ptaskich przekrojéw dla skrecania

Podczas skrecania o$ okraglego preta pozostaje prosta, a
przekroje poprzeczne pozostaja plaskie i prostopadte do osi
preta zachowujac sie jak sztywne dyski.

Oznacza to, ze ich promienie obracaja sie wokoét osi preta, ale
nie deformuja, a katy miedzy nimi pozostaja bez zmian.

Poznan, 2025 Wytrzymalosé materiatéw I 18/55



Zaleznosci statyczne, geometryczne i fizyczne

Zaleznosci geometryczne — 0 ~ p(x)

Odksztalcenia w wale

e wal pryzmatyczny o przekroju kolowym obciazony jest
momentem M;

e wycinamy fragment walu o dlugosci dx w odleglosci x od
poczatku walu, a nastepnie walec o promieniu p
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Zaleznosci statyczne, geometryczne i fizyczne

Zaleznosci geometryczne — 0 ~ p(x)

Odksztalcenia w wale

@ po odksztalceniu punkt b przemiesci sie¢ w polozenie b’

e dlugosc tuku mozna zdefiniowac z jednej strony jako pyp,
a z drugiej jako vdx

@ przyréwnujac obie wielkoSci
otrzymamy zaleznos$¢ na kat ~
jako funkcje kata skrecenia

_ %

@ kat v zmienia sie zatem liniowo od wartosci zerowe;j
w osi walu do wartosci maksymalnej dla p = r; zatem
jest najwiekszy na powierzchni watu
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Zaleznosci statyczne, geometryczne i fizyczne

Zaleznosci geometryczne — 0 ~ p(x)

Odksztalcenia w wale

o dla dowolnego miejsca watu

v = p(;lli =pf (gdzie 6= illi — intensywno$¢ skrecenia)

@ dla powierzchni zewnetrznej

d
Ymax =T dii
o dla calego walu
Ymax =T %
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Zaleznosci statyczne, geometryczne i fizyczne

Zalezno$ci fizyczne — 7 ~ ~

e aby wyznaczy¢ zalezno$é na naprezenia, przyjmiemy
zalozenia wynikajace z eksperymentu oraz zdefiniujemy
elementarny moment na przekroju watu

@ zgodnie z prawem Hooke’a dla Scinania mamy 7 = G~;
podstawiajac uzyskana wczesniej zalezno$¢ na v mamy

dy
T Gpa
R, - L
dr
52
d : M
’y i
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Zaleznosci statyczne, geometryczne i fizyczne

Zalezno$ci fizyczne — 7 ~ ~

e elementarny moment dM jest réwny elementarnej sile
dT pomnozonej przez ramie, czyli promien p

@ poniewaz sila jest r6wna naprezeniom rozlozonym na
powierzchni mamy

dMs; =dTp = TpdA

@ podstawiaja poprzednie wyrazenie na T otrzymamy po

scalkowaniu 4
2
M, =G=-
dx
A

p2dA
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Zaleznosci statyczne, geometryczne i fizyczne

Zalezno$ci fizyczne — 7 ~ ~

o calka w powyzszym wyrazeniu jest biegunowym
momentem bezwladnos$ci, mozemy zatem zapisac
dy  M;
dx N GI 0

@ poréwnujac to z wyrazeniem

e otrzymamy wzor na naprezenia styczne przy skrecaniu

M;p
Iy

T =
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Zaleznosci statyczne, geometryczne i fizyczne

Skrecenie walu

@ wracaja do ponizszego wyrazenia, mozemy wyznaczy¢
kat skrecenia walu

dp _ M,
dx_GI()

M

Gl dx

dy =

e calkujac stronami otrzymamy

Mx
plx) = Gl

@ powyzsze wyrazenie pozwala wyznaczy¢ kat skrecenia
dowolnego przekroju watu
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Zaleznosci statyczne, geometryczne i fizyczne

Wytrzymatosc¢ i sztywnos¢ watow

@ naprezenia styczne

T = Msp
Iy
@ kat skrecenia w dowolnym przekroju
(x) = Mx
LETA
@ sztywno$¢ skretna
by Clo
Ms L

peknigeia wzdtuz
wiokien drewna
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Zalezno$ atyczne, geometryczne i fizyczne

Skrecanie waléw drazonych

e w przypadku waléw drazonych nalezy uwazaé, aby
$cianki nie utracily statecznos$ci

e zalecenie projektowe: (r/t)max = 12

™

wyboczenie rury -7
cienkoS$ciennej
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Zaleznosci statyczne, geometryczne i fizyczne

Skrecanie walow

Ograniczenia

Wyprowadzone réwnania moga by¢ uzyte przy
nastepujacych zalozeniach:

e przekrdj poprzeczny watu jest okragly (pelny lub
drazony)

@ material walu zachowuje sie liniowo-sprezyscie
(naprezenia nie przekraczaja granicy proporcjonalnosci)

@ naprezenia analizowane sa z dala od miejsc koncentracji
naprezen (otwory, podparcie, przylozona sila)
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Zaleznosci statyczne, geometryczne i fizyczne

Skrecania pretow nieokraglych

o dla przekroi nieokraglych, rozklad naprezen jest
niejednorodny; powierzchnie czotowe deformuja sie

@ do przyblizonego wyznaczania rozkladu naprezen
mozna postuzy¢ sie analogia blonowa

B
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Zaleznosci statyczne, geometryczne i fizyczne

Skrecania pretow nieokraglych

e analogia blonowa pozwala oszacowac rozklad naprezen
w precie skrecanym o dowolnym przekroju poprzecznym
@ przyjmuje sie, ze wartos¢ naprezen jest proporcjonalna
do kata obrotu membrany rozpietej na przekroju
1 obciazonej jednorodnym ci$nieniem

membrana » kat obrotu
membrana

i

‘t;roﬁl N
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tryczne i fizyczne

Skrecania pretow nieokragtych

e rozklady kata obrotu dla wybranych przekroi
poprzecznych przedstawiono ponizej
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Obliczanie waléw

Plan wyktadu

© Obliczanie waléw
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Obliczanie waléw

Projektowanie watow

Poniewaz maksymalne naprezenia w wale skrecanym
pojawiaja sie na powierzchni zewnetrznej, mozemy zapisac

T

Projektujac wal nalezy sprawdzi¢ warunek wytrzymatosci

i sztywnosci

< M; < Odop <
Tmax < Tdop —7 WO =3 oraz  Ymax = Pdop
max
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Obliczanie waléw

Jednorodny wal obciazony momentem na koncu

Przykiad [Hibbeler, 2014]

Rura przedstawiona na rysunku ma $rednice wewnetrzna
rowna 40 mm i zewnetrzna réwna 50 mm. Zakladajac, ze
koniec jest dokrecony w punkcie A momentem wywolanym
przez klucz w punkcie B, wyznaczy¢ naprezenia styczne,
jakie powstaja w materiale na $ciance zewnetrznej w
$rodkowej czesci rury.

SON

'?'._AT\‘\KT\ZHI] mim
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Obliczanie waléw

Skrecanie niejednorodne

Aby rozwigzac zagadnienie skrecania niejednorodnego
nalezy:

@ podzieli¢ wal na odcinki; podzialu dokonujemy w
miejscach przylozenia momentu, zmiany $rednicy,
zmiany materialu

e wykonujemy wykres sil wewnetrznych, a na podstawie
tych sil wykres naprezen

e okreslamy kat skrecenia walu w dowolnym punkcie,
korzystajac z addytywnosci katow skrecenia
poszczegblnych fragmentow

pewiteeto =) wi=) Gr
i=1 i=1 %
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Obliczanie waléw

Walt obciazony wieloma momentami

Przykiad [Hibbeler, 2014]

Stalowy wal poddany jest skrecaniu.

a) wyznaczy¢ kat obrotu konca C w stosunku do punktu A;
przyja¢ modét Kirchhoffa ré6wny G oraz srednice réwna d

b) zaktadajac 74,, okresli¢ minimalna Srednice walu
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Obliczanie waléw

Poréwnanie sztywnosci przekrojow ((steif, 20121)

e przy zalozeniu stalego pola przekroju, najwieksza
sztywno$¢ wykazuja przekroje cienko$cienne
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Obliczanie waléw

Poréwnanie sztywnoS$ci przekrojow

Przyktad [Gere & Goodno, 2009]

Waly drazony i pelny sa wykonane z tego samego materiatu,
maja ta sama dlugos$é i ten sam promien zewnetrzny R.
Wewnetrzny promien walu drazonego jest réwny 0, 6R.

a) zakladajac, ze oba waly obciazone sa takim samym
momentem skrecajacym M,, poréwnacé pojawiajace sie w
nich naprezenia styczne, katy obrotu i masy

b) dla obu waléw okresli¢ wskaznik
»wytrzymatos¢-do-masy” (M; g,,/m)

R R

(a) (b)
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Obliczanie waléw

Rozwiazywanie zadan statycznie niewyznaczalnych

W celu rozwiazania zadania statycznie niewyznaczalnego
nalezy:
@ zapisa¢ rownanie réwnowagi > M; =0
e zapisaé rownanie zgodnosci (réwnanie geometryczne)
pokazujace zgodno$é katow obrotéw z warunkami
podparcia
o zapisaé réwnanie moment-kat obrotu, tzn. wyrazié
réwnanie zgodnosci jako funkcje nieznanych momentow
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Obliczanie waléw

Wal utwierdzony na obu koncach

Przykiad [Hibbeler, 2014]

Stalowy wat o §rednicy d = 40 mm utwierdzony jest na obu
koncach. Wyznaczy¢ rozklad naprezen wzdluz watu oraz
skrecenie w punkcie C. Przyja¢ G = 75 GPa, [ = 400 mm,

a =50 mm, F = 3 kN.

g

1.5/
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Obliczanie waléw

Wat kompozytowy

@ sposobem na zwiekszenie funkcjonalnosci watu jest
zaprojektowanie go, jako konstrukcje kompozytowa

o wal kompozytowy sklada sie z co najmniej dwéch
réznych materialow
o zaleta takich waléw jest
e mozliwo§é uzycia jako rdzenia, w strefie matych
naprezen, materiatu lekkiego, co zmniejsza mase walu,
przy nieznacznym spadku sztywnos$ci
e usztywnienie walu cienko$ciennego — rdzen
przeciwdziata wyboczeniu
e obnizenie ceny walu
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Obliczanie waléw

Wat kompozytowy

Przykiad [Hibbeler, 2014]

Rura ze stopu magnezu polaczona jest z pretem stalowym.
W punkcie A przylozony jest moment skrecajacy

M, = 5 kNm. Przedstawié rozklad maksymalnych naprezen
tnacych na przekroju watu. Przyjac: Gs; = 75 GPa,

Gng = 30 GPa, [ = 900 mm, d = 40 mm.
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Obliczanie waléw

Wat kompozytowy

Przykiad [Hibbeler, 2014]

@ rozwigzanie metoda elementéw skonczonych
(w nawiasie rozwiazanie analityczne)
o 73t =532 MPa (56,8 MPa)
o 77 =23 7 MPa (22,7 MPa)

mm

o Tma: =45,7 MPa (45,5 MPa)

60
7 [MPa] i

40

30 7
20 / = /
// -
10 —
V4
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Przenoszenie napedu

Plan wyktadu

@ Przenoszenie napedu
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Przenoszenie napedu

Przenoszenie napedu

Elementy przenoszace naped

e waly sa czesto elementami maszyn przenoszacymi moc
wytwarzang przez maszyne

napedowa

wal napedowy
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Przenoszenie napedu
Przenoszenie napedu

o waly sa obcigzone momentem skrecajacym M zaleznym
od mocy P wytwarzanej przez maszyne oraz predkosci
obrotowej w watu

@ praca wykonana przez moment skrecajacy M, jest
réwna iloczynowi tego momentu i kata obrotu v

W= Msw
@ moc jest praca wykonana w czasie
aw dvy
P=—=M,—"/
dt *dt
e zmiana kata obrotu w czasie to predkos¢ katowa w
w_,
dt
@ zatem
P=M,w [W]
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Przenoszenie napedu
Przenoszenie napedu

Przy rozwiazywaniu zadan zwiazanych z przenoszeniem
napedu korzystamy z nastepujacych zaleznoSci:

@ moc: P =M,w

e predkosc¢ obrotowa: w = %

9549P

[Nm]

e moment skrecajacy: M, =
e 1 KM=0,735 kW
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Przenoszenie napedu

Przenoszenie momentu

Przyktad

Pelny wat AB podlaczony do silnika M ma przenosi¢ moc

5 KM. Przyjmujac predko$é¢ obrotowa watu n = 175 obr/min
oraz naprezenia dopuszczalne dla stali 74,, = 25 MPa,
wyznaczy¢ minimalng wymagana Srednice watu.
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Energia odksztalcenia sprezystego

Plan wyktadu

Q Energia odksztalcenia sprezystego
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Energia odksztalcenia sprezystego

Energia odksztalcenia sprezystego

Dla przypadku skrecanego preta pryzmatycznego mamy:

1
U= EMSSO
Wiemy, ze:
Ml Gl
Zatem ostatecznie:
Ml ~ (9)*GIy
U= Gl lub U= o

Energia odksztalcenia nie jest liniowa funkcja obciazenia
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Energia odksztalcenia sprezystego

Energia odksztalcenia pretow niepryzmatycznych

Energia odksztalcenia sprezystego, dla przypadku preta
zlozonego z wielu segmentéw, jest suma energii
zgromadzona w poszczegblnych segmentach, liczona przy
obciazeniu wszystkimi momentami

n n
M3l
U_iZIUl _iZIGiIOi
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Energia odksztalcenia sprezystego

Gestosé energii odksztalcenia u

Gestos¢ energii odksztalcenia

energia odksztalcenia odniesiona do objetosci elementu
konstrukcyjnego
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Energia odksztalcenia sprezystego

Energia odksztalcenia sprezystego

Zastosowania

drazki skretne
w pojazdach

sprezyny
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Energia odksztalcenia sprezystego

Zastosowanie walcowych sprezyn Srubowych
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Energia odksztalcenia sprezystego
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