Projektowanie ukladéw pretowych

Zadania wytrzymalto$ci materiatléow mozna podzieli¢ na dwie grupy. Pierwsza z nich, to zada-
nia z zakresu analizy konstrukcji. Dotycza one wyznaczania naprezen i odksztalcen istniejgcej
konstrukeji z zaleznosci

F Fi
o=—, Al = —.

A EA
Jesli podany jest material, z jakiego wykonana jest konstrukcja, mozna wyznaczyé¢ wspétczynnik
bezpieczenstwa
F R, R R.A
- =— Ne = .
A n. F
Druga grupa zadan, to zadania o charakterze projektowym. Majac dane dotyczace obcigzen

i materiatu, dobiera si¢ parametry geometryczne konstrukcji. Punktem wyjscia sa tu warunki

0 < Odop —

wytrzymalto$ciowy i sztywnosciowy
o S Odop Al S Aldop.

Dla czystego rozciagania i $ciskania przyjmuja one postac
F R, Fl
— <= — < Algyp.
A~ n,  EAZT™

W zalezno$ci od sformutowania zadania z powyzszych nieréwnosci wyznaczamy szukana wiel-

kos¢. Jedli jest nia pole przekroju poprzecznego, to mamy:

Nl ’ A> Fl '

R, Algop B

Jesli przekr6j poprzeczny jest okregiem, to A = (wd?)/4, a powyzsze nier6wnosci przyjmuja
postaé

A>
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d> LA —
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Formuly te pozwalaja wyznaczy¢ minimalng srednice preta, spelniajacego warunki wytrzyma-
tosciowy i sztywnoSciowy.

Przy analizie deformacji uktadéw pretowych przyjmuje sie, ze katy miedzy poszczegbdlnymi
pretami nie zmieniaja sie a przemieszczenia sa mate. W konsekwencji przemieszczenia punkow
opisuje sie w sposob przedstawiony na Rys. 1.
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Rys. 1: Analiza przemieszczen punkow preta: a) rozciaganego; b) sciskanego

W przypadku preta rozcigganego punkt B przemieszcza sie wzdluz osi preta o wartoscé
rowna wydtuzeniu Al, a nastepnie przemieszcza sie po prostej prostopadtlej do osi preta (,obrot”
wokot punktu A). Natomiast w przypadku preta Sciskanego punk B przemieszcza sie wzdtuz
osi preta o warto$¢ rowng skroceniu Al, a nastepnie przemieszcza sie po prostej prostopadiej
do osi preta (,obrot” wokot punktu A).
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Pret o zmiennym przekroju, obcigzony ukladem sit
Przyktad

Dla preta o zmiennym przekroju przedstawionego na Rys. 2 obciazonego uktadem sit wyznaczy¢

wartosci sit i naprezen w poszczegdlnych przekrojach oraz przemieszczenia punktow charakte-
rystycznych.
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Rys. 2: Pret stopniowany obciazony kilkoma sitami statycznie wyznaczalny

W pierwszej kolejnosci wprowadzamy uktad wspoétrzednych, o§ x, oraz oznaczenia punkow
charakterystycznych i uwalniamy uktad od wiezéw. W tym przypadku bedzie tylko jedna reakcja
R w utwierdzeniu. Z réwnania rownowagi rzutow sit na o§ z (Rys. 3) wyznaczamy wartosé
reakcji

Y F,=-R+7F-3F+F=0 stad R=5F

Nastepnie definiujemy w precie przedzialy zmienno$ci. Zgodnie z Rys. 3 beda cztery takie
przedziaty. Aby wyznaczy¢ sity wewnetrzne w precie, wewnatrz kazdego przedzialu dokonu-
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Rys. 3: Pret stopniowany obcigzony kilkoma sitami statycznie wyznaczalny

jemy przekroju myslowego. Rozpoczynamy od przedzialu pierwszego, miedzy punktami 1-2,
oznaczonego jako I. Odrzucamy prawg czes$¢ preta, a pozostata czesé rysujemy wraz z obciaze-
niem jakie pozostato. Na przekroju wprowadzamy site wewnetrzna N; skierowang od przekroju.
Schemat przedstawiony jest na Rys. 4a. Dla tak zdefiniowanego uktadu zapisujemy réwnanie
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Rys. 4: Pret stopniowany obcigzony kilkoma sitami statycznie wyznaczalny

rownowagi. Analogicznie postepujemy dla trzech pozostalych przedziatow.
Przedziat I:

Y F,=—R+N; =0 stad N;=5F
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Przedzial 1I:
Y F,=-R+7F+N;=0 stad Ny =-2F
Przedzial I1I:
Y Fp=—R+7F+ Ny =0 stad Ny =—2F
Przedziat IV:
> F,=-R+7F—3F+Nyy =0 stad Ny=F

Rozwiazanie nanosimy na wykres przedstawiony na Rys. db. Nalezy zauwazy¢, ze sila
w przedziale IT i III jest taka sama. Wynika to stad, ze przedzialy te réznia sie tylko polem
przekroju; obciazenie na nie dziatajace jest takie samo.
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Rys. 5: Pret stopniowany obcigzony kilkoma sitami statycznie wyznaczalny

Kolejnym krokiem jest wyznaczenie naprezen w poszczegdlnych przedziatach. Dla czyste-
go rozciagania ($ciskania) pojawiaja sie naprezenia normalne o, ktorych wartos¢ wyznaczamy
dzielac dzialajaca w precie site wewnetrzng N przez pole przekroju preta A. W rozpatrywanym
przypadku mamy:

Przedzial I:

N; 5F 5 5F
oyr—— — = — = _
7oA 24 774

Przedzial 11I:
N —2F B F

or1

T A, 24 A
Przedziat I1I:
orrr = Nt = iF = —QE
Arrr A A
Przedziat IV: N 7
v
ogrv = A_IV = Z
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Wykres naprezen przedstawiono na Rys. 5c. Pozwala on znalezé przekroje niebezpieczne preta,
czyli takie, w ktorych wystepuja najwicksze naprezenia. Wykres naprezen jest rowniez wskazow-
ka do tego, jak efektywnie uksztaltowaé¢ pret. W miejscu matych naprezen mozna zmniejszyé
przekroj preta, redukujac tym samym jego mase. Nalezy jednak pamietaé, ze zmniejszenie
przekroju pocigga za soba zmniejszenie sztywnosci, czyli zwiekszenie deformacji.

Ostatnim krokiem jest przygotowanie wykresu przemieszczen punkow preta. Poniewaz prze-
mieszczenie dowolnego punktu preta zalezy od wydluzenia preta, ktére jest funkcja liniowa
wspotrzednej x, wykres przemieszczen jest rowniez funkcja liniowa. Ponadto, wykres przemiesz-
czenn musi by¢ funkcja ciggta, poniewaz brak cigglosci przemieszczen oznaczalby przerwanie
preta. Zatem, aby wyznaczy¢ wykres przemieszczenn punktoéw preta wystarczy wyznaczyé prze-
mieszczenia punktow charakterystycznych i potaczy¢ je liniami prostymi.

Przemieszczenie punktu pierwszego u; jest rowne zeru, poniewaz w tym punkcie pret jest
utwierdzony. Przemieszczenie punktu drugiego us jest rowne wydtuzeniu pierwszego przedziatu
preta Aly_5. Przemieszczenie punktu trzeciego ug jest rowne sumie wydhuzen przedziatu pierw-
szego Aly_o i drugiego Als_3. Podobnie dla punktu czwartego i konicowego — przemieszczenie
korica preta jest rowne sumie wydtuzen wszystkich przedzialéow preta. W rozpatrywanym przy-
padku mamy:

Przemieszczenie punktu 1:

Uy = 0
Przemieszczenie punktu 2:
N][[ 5Fa Fa
=Alj_o=—~= =2,b—
B 5) Y o) WA o)
Przemieszczenie punktu 3:
N]l[ N[[l][ 5Fa 4Fa Fa
= Al _ Al _3 — = — — 0 _
U =Ahoe ¥ Bhes = Y T opA  2mA - V°EA
Przemieszczenie punktu 4:
N]l[ N[[l][ N[[[l]]] 5Fa 4Fa 2Fa Fa
=Alj_9g+Aly_3+Alg_4 = = — — =—-1,5—
W= Bl T B T A = o T EA,,  2EA 2EA  EA U EA

Przemieszczenie punktu 5:

NIVZIV_ 15F(L Fa Fa

= Aly_s = =—-1,b—+ —=-0,5—
Us = Uy + Aly_5 U4+EAIV ’EA+ O

EA
Na podstawie powyzszych obliczen buduje sie wykres przemieszczen przedstawiony na Rys. 5d.
Z wykresu mozna odczytaé przemieszczenie dowolnego punktu preta. Widaé¢, ze w przedziale
trzecim znajduje sie punkt, ktory sie nie przemieszcza. Wartosci dodatnie na wykresie oznaczaja,
ze odpowiadajace im punkty przemieszczaja sie w prawo. Te, ktorym odpowiadaja wartosci
ujemne, przemieszczaja sie w lewo. Dla przyktadu, koniec preta, punkt 5, przemiesci sie w lewo
00,5(Fa)/(EA) (pomimo tego, ze w tym punkcie przytozona jest sita skierowana przeciwnie).
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Uklady pretéow

Przyktad

Uktad dwoch pretéw potaczonych przegubowo, obcigzony jest sitg pionowa F. Wyznaczy¢ sily
i naprezenia w pretach oraz przemieszczenie punktu C wywolane obciazeniem (Rys. 8a).

b)

Rys. 6: Uktad dwéch pretow; statycznie wyznaczalny

Rozwiazywanie zadania rozpoczynamy od wyznaczenia sit w pretach, ktore beda dziataty
wzdtuz osi pretow. Z rysunku widaé, ze oba prety beda rozciggane. Od wartoéci sit rozciagaja-
cych bedzie zalezalo wydluzenie pretoéw, a od wydtuzenia przemieszczenie punktu C.

Chcac wyznaczy¢ wartoéci sit wewnetrznych przecinamy myslowo prety, a w miejscu prze-
kroju wprowadzamy sity normalne Ny i Ny skierowane od przekroju. Tworza one z obcigzeniem
F zbiezny uklad sil przedstawiony na Rys. 6b. Sily wewnetrzne otrzymamy z rozwigzania row-
nan rownowagi:

ZFx:—Nlcosoz+N20086:O

ZFy = Nisina+ Nosin 5 — F =0
Z rozwigzania powyzszego uktadu otrzymamy:

cos 3 CoS &
Ny=F——— Ny=F——
! sin(a + f) oraz. 2 sin(a + f)

Naprezenia w pretach majg zatem wartosci:

Ny, F  cosp Ny, F  cosa

1= A Ay sin(a + fB) oraz o2 = A, Ay sin(a + )

Znajdzmy nowe potozenie punku C. Przed obcigzeniem konice obu pretéw byly potgczone
w punkcie C. Po obcigzeniu, niezaleznie od wartosci wydtuzen obu pretow, ich korice w dalszym
ciagu beda ze soba polaczone, ale juz w punkcie C’. Zgodnie z zatozeniami przyjetymi na Rys. 1
koniec preta pierwszego, wskutek wydtuzenia, przemiesci sie wzdluz osi preta o Aly, a nastep-
nie przemiesci sie wzdtuz prostej prostopadiej do osi preta. Podobnie koniec preta drugiego,
wskutek wydtuzenia przemiesci sie wzdtuz osi preta o Als, a nastepnie przemieéci wzdtuz pro-
stej prostopadtej do osi preta. Punkt przeciecia trajektorii koicow obu pretéw wyznacza nowe
potozenie punktu C. Zilustrowano to na Rys. 7a.

Przemieszczenie CC’ mozna roztozy¢ na dwie sktadowe: pozioma ue i pionowa ve. Skta-
dowe te mozna wyznaczy¢ wiazac je z wydtuzeniami pretéw. Zacznijmy od wydluzenia preta
pierwszego. Zgodnie z Rys. 7b wydtuzenie Al; jest suma rzutéow prostokatnych sktadowych
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Rys. 7: Uktad dwéch pretow; statycznie wyznaczalny

przemieszczenia na kierunek preta pierwszego. Jesli rzut sktadowej poziomej oznaczymy jako
ug, a rzut sktadowej pionowej jako v}, to mozemy zapisac, ze:

Al = uf + v
Podobnie dla preta drugiego (Rys. 7¢): jego wydtuzenie Als jest réwne roznicy rzutu sktadowe;
pionowej vZ i rzutu sktadowej poziomej uZ, czyli

2 2
Alg —UC_UC.

Wartosci poszczegdlnych rzutow sktadowych znajdujemy analizujac zwigzki trygonometryczne
w odpowiednich tréjkatach. Dla rozpatrywanego przyktadu bedzie:

Al = u + vl = uc cosa + vo sina
Aly = v} — uZ = vesin 8 — ue cos 3
Ostateczna posta¢ ukltadu rownan otrzymamy podstawiajac zaleznosci na wydluzenia

Fly cos 8
Ey A sin(a + B)

= U COS & + Ve sin

Fi, cos «v
EyAs sin(a + B)

= vesin B — ug cos B

W powyzszym uktadzie jedyne niewiadome to sktadowe przemieszczenia. Rozwiazujac uktad,
wyznaczymy uc 1 veo, a na ich podstawie przemieszczenie CC’.

© Pawel Jasion, Poznan 2025 6



Uktlad pret-cialo sztywne

Przyktad

Cialo sztywne ABC podparte jest przegubowo w punkcie C. Ponadto wspierane jest pretem BD.
Obciazenie w postaci sity skupionej F' przytozone jest w punkcie A. Wyznaczy¢ sile i naprezenia
w precie oraz przemieszczenie punktu A (Rys. 8a).

v
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Rys. 8: Uklad pret-ciato sztywne; statycznie wyznaczalny

Wprowadzmy uktad wspotrzednych w punkcie C. Aby wyznaczy¢ site w precie, przecinamy
go, a na przekroju wprowadzamy site wewnetrzng N. Ponadto uwalniamy uktad od wiezow.
Uktad taki przedstawiony jest na Rys. 8b. Poniewaz mamy dwie reakcje w punkcie C oraz site
w precie, zadanie jest statycznie wyznaczalne. Poniewaz nie interesuja nas reakcje w podporze,
sprobujmy napisa¢ takie réwnanie rownowagi, w ktorym tych reakcji nie bedzie, natomiast
bedzie tam szukana sita N. Réwnaniem takim bedzie suma momentéw wzgledem punktu C

Y Mc=Fa+Na=0 stad N=-F (1)

Zatem naprezenia w precie sg réwne

co oznacza, ze pret jest $ciskany.

Przemieszczenie poszczegélnych punkow ciata sztywnego zalezy od tego, jak zachowa sie
pret BD. W tym przypadku od tego, o ile pret sie skroci. Poniewaz znamy parametry geo-
metryczne (A, 1) i materialowe (E) preta oraz sile wewnetrzna mozemy, z prawa Hooke'a,
wyznaczy¢ jego skrocenie Al
NI Fa
~ EA EA
Aby znalez¢ przemieszczenie punktu A nalezy je powigzac ze skréceniem preta Al. Przedstawio-
no to na Rys. 9. Pod dziataniem sity F' ciato sztywne obroci sie wzgledem punktu C przeciwnie
do ruchu wskazéwek zegara. Przyjmujac zalozenie malych przemieszczen, punkt A bedzie sie
przemieszczal nie po okregu, ale po prostej prostopadiej do odcinka AC. Odcinek te obroci
sie 0 kat o podobnie jak odcinek BC, poniewaz punkty A, B i C sa punktami tego samego
ciala sztywnego. Zatem, aby wyznaczy¢ przemieszczenie punktu A wystarczy wyznaczyé prze-
mieszczenie punktu B, a to mozemy bezposrednio potaczy¢ z wydtuzeniem Al. Trojkat BB’B”

Al
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Rys. 9: Analiza przemieszczen punktow uktadu

jest trojkatem prostokatnym. Analizujac geometrie na Rys. 9 mozemy wyznaczy¢ kat f w tym
trojkacie. Zatem, przemieszczenie punktu B bedzie rowne

Al V2Fa

BB = =
cos 3 EA

Przemieszczenie punku A mozna wyznaczy¢ obliczajac kat a badz z proporcji, poniewaz trojkaty
CBB’ i CAA’ s3 podobne. Zatem:
¢CB CA

BB AA"
7 geometrii uktadu wiemy, ze CB=v2a, CA=+v2a, a BB’ wyznaczyliémy wczesniej. Mamy
zatem
V2aEA  V2a , V2Fa
= — AA =
V2Fa AA EA

Przemieszczenia punktéw A i B sa takie same, poniewaz sa tak samo oddalone od punku obrotu
C. W analogiczny sposéb mozna wyznaczy¢ przemieszczenie dowolnego punktu uktadu.
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Uktlad prety-cialo sztywne

Przyktad

Ciato sztywne ABC podparte jest przegubowo w punkcie A. Ponadto wspierane jest pretami
11 2. Obciazenie w postaci sity skupionej F' przyltozone jest w punkcie C. Wyznaczy¢ sity i
naprezenia w pretach 1 i 2 oraz przemieszczenie punktu C (Rys. 10a).

. y
a) ) R/{
Ry B
-
A 2A.E
1,5a 1,5a W,
C AE N, ¥
F
a
a 2a

| 1
Rys. 10: Uktad pret-ciato sztywne; statycznie niewyznaczalny

Aby wyznaczy¢ sily w pretach, przecinamy je, a na przekrojach wprowadzamy sity we-
wnetrzne Np i Ny. Ponadto uwalniamy uklad od wiezow. Ukltad taki przedstawiony jest na
Rys. 10b. Zadanie jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalne — mamy cztery niewiadome:
dwie sily wewnetrzne i dwie reakcje w punkcie A. Zgodnie z zasadami statyki, dla ptaskiego
uktadu sit mozemy zapisa¢ tylko trzy niezalezne rownania rownowagi. Bedziemy wiec potrze-
bowali dodatkowego réwnania, ktore mozna otrzymac z analizy przemieszczen konstrukeji.

Obliczenia zaczynamy od zapisania réwnania rownowagi, ktore powiaze obciazenie z sitami
wewnetrznymi. Bedzie to suma momentéw wzgledem punktu A

> My=Fa+ Saly — 2aN, = 0 stad SNy = SN = F (2)
5 2 2 5
Roéwnanie geometryczne otrzymamy zauwazajac, ze kazdy punkt ciala sztywnego obraca sie
wokot punktu A proporcjonalnie do jego odlegtosci od tego punktu. Zatem, zgodnie z Rys. 11,
prawdziwa jest zaleznos¢

BB ' BB 20(" 1
_¢c _ 200 | e YBpp (3)

AB T AC ' T4 Via >

Pozostaje jedynie powiaza¢ przemieszczenia BB’ oraz CC’ z wydluzeniem (skroceniem) pretow
Al oraz Als.
Z trojkatow BB'B” oraz BCD mamy

sino =

3 5
BBl’ oraz sinazE zatem BB’:§A11

Z trojkatow CC’C” oraz ABC mamy

Al
ccr

V13

oraz sinf = 3 zatem CC' = ——Al,

V13 3
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Rys. 11: Analiza przemieszczen punktow ukladu

Podstawiajac powyzsze do (3) mamy
)
AZQ - §Al1

Wydtuzenie (skrocenie) poszczegolnych pretow mozna wyznaczyé z prawa Hooke’a

Nlll 5N16L N2l2 N2a
h EA, 154 Db EA, “EA

Rownanie geometryczne przyjmuje zatem postac

25
N2 — —1—6N1
Rownania (2) i (5) tworza ukltad, pozwalajacy wyznaczy¢ sity w pretach
Ny, = —0,34F, N, =0,53F

Majac sity w pretach mozemy wyznaczy¢ naprezenia

Ny 0,34F F N, 0,53F F
= —=—— = — 1 — - V- — = - = —_
T4, 24 0177 o2 =7 A 09y

Przemieszczenie CC’ wyznaczymy z wyprowadzonej wezeSniej zaleznosci

V13
CC' = —Aly
3
Z poprzednich wyliczeit mamy
Ny2
Aly = AQE oraz Ny = 0,53F
zatem
V13 Ny2 V13 2 F
cor = YI3M2a VIS 2a ) oo op e
3 AFE 3 AFE EA

© Pawel Jasion, Poznar 2025

10



We wszystkich zadaniach celem jest wyznaczenie sit w pretach oraz wyznaczenie przemiesz-
czei wybranych punkéw. Kazdy wynik powinien zawiera¢ tylko wielkosci znane, czyli site P
lub intensywnos¢ ¢, dtugos¢ [ lub a, pole przekroju F' oraz modut Younga E.

A
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Rys. 12: Uktady statycznie wyznaczalne

© Pawel Jasion, Poznan 2025 11



1,5a

2a

- %t F
——O—— 3
oF P

2a

-« ;Q (?
1
2F
FaAY A

>

1,5a

Rys. 13: Uklady statycznie niewyznaczalne
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