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Plan prezentacji

9 Definicja i przyklady czystego rozciagania
9 Zalezno$ci statyczne, geometryczne i fizyczne

© Rozwiazywanie zadan
e Rozwiazywania zadan statycznie wyznaczalnych
e Rozwiazywanie zadan statycznie niewyznaczalnych

@ Energia odksztalcenia sprezystego

@ Jednoosiowy stan naprezen
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Definicja i przyklady czystego rozciagania

Rozciaganie-Sciskanie — definicje

@ z czystym rozcigganiem-§ciskaniem mamy do czynienia
wtedy, gdy rézna od zera jest tylko suma rzutéw sil na
o$ preta

e w przekroju poprzecznym pojawia sie jedynie sita
normalna N (x); pozostale sily i momenty sa réwne zeru
T(y) =T(z) = M(x) = M(y) = M(z) = 0.
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Definicja i przyklady czystego rozciagania

Rozciaganie-Sciskanie — przyklady
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Zaleznosci statyczne, geometryczne i fizyczne

Réwnowaga wycinka preta — N(x) ~ q(x)

@ mozliwe sa dwa rodzaje obciazenia: sila przylozona
w punkcie i intensywnos§¢ obcigzenia

@ konwencja znakéw: jako dodatnig okres§lamy sita, ktora
proébuje rozciagnac odcieta czesc preta

JEDNOOSIOWE ROZCIAGANIE
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Zaleznosci statyczne, geometryczne i fizyczne

Réwnowaga wycinka preta — N(x) ~ q(x)

e wyciety fragment preta

—
N 4 N(x+dx)=N(x) +;IN
| —
X dx
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Zaleznosci statyczne, geometryczne i fizyczne

Réwnowaga wycinka preta — N(x) ~ q(x)

e wyciety fragment preta | 40 = const.
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Zaleznosci statyczne, geometryczne i fizyczne

Réwnowaga wycinka preta — N(x) ~ q(x)

e wyciety fragment preta

N(ﬁ—dx)

N(x+dx) ¥
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Zaleznosci statyczne, geometryczne i fizyczne

Réwnowaga wycinka preta

—N(x) ~ q(x)

e wyciety fragment preta

N(x—dyx) Neetdx) |

@ zaleznos¢ opisujaca site
w przekroju preta

ma postac
n
N(x)= > F;
i=1
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Zaleznosci statyczne, geometryczne i fizyczne

Zaleznosci geometryczne — ¢(x) ~ u(x)

Osiowe rozciaganie — Sciskanie

taki stan obciazenia, przy ktérym o$ preta prosta przed
odksztalceniem pozostaje prosta po odksztalceniu; pojawiaja
sie jedynie sily osiowe

Hipoteza ptaskich przekrojow

(hipoteza Mariotta-Bernoulliego)

przy rozciaganiu-Sciskaniu preta, jego przekroje poprzeczne,
plaskie przed odksztalceniem, po odksztalceniu pozostaja
plaskie i normalne do osi preta

A
L L £ x
1

strefa
de Saint-Venanta
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tyczne, geometryczne i fizyczne

ZaleznoSci geometryczne

—e(x) ~ u(x)

e rozpatrzmy deformacje elementarnego wycinka preta

o dlugosci dx

e punkt A przemiedci sie o u(x) do punktu A’; punkt B

przemiesci sie o u(x) plus

)

przyrost du do punktu B’

u(x+dx) & u(x)+du

| ——

-
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yczne, geometryczne i fizyczne

Zaleznosci geometryczne — ¢(x) ~ u(x)
e rozpatrzmy deformacje elementarnego wycinka preta
o dlugosci dx
e punkt A przemiedci sie o u(x) do punktu A’; punkt B
przemiesci sie o u(x) plus przyrost du do punktu B’

u) | u(x+dx)‘: u(x)+du

o z definicji odksztalcenia wiemy, ze ¢ = Adx/dx, zatem

Adx  u(x)+du —u(x) R du

T e dx T dx
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Zaleznosci statyczne, geometryczne i fizyczne

ZaleznoSci fizyczne — o(x) ~ (x)

e zwiazki fizyczne mozemy wyznaczy¢ przyjmujac:
o hipoteze plaskich przekrojéw
e wyniki badan eksperymentalnych

@ elementarna sila na przekroju: dN = cdA
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Rozwiazywanie zadan Rozwiazywanie zadan. . .

Plan prezentacji

e Rozwiazywanie zadan
e Rozwiazywania zadan statycznie wyznaczalnych
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Rozwiazywanie zadan Rozwiazywanie zadan. . .

Rozwiazywanie zadan statycznie wyznaczalnych

Pret pryzmatyczny obciazony sila osiowa

w kazdym punkcie preta F
pryzmatycznego sita wewnetrzna N
oraz naprezenia o sa, takie same !

o w przypadku, gdy zadanie polega na analizie
konstrukcji, wyznaczamy warto$¢é naprezen o oraz
wydluzenie calkowite preta Al z zaleznosci

N NI

=a AT ma

@ z zaleznos$ci na Al mozna réwniez wyznaczy¢
przemieszczenie dowolnego punktu preta
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Rozwiazywanie zadan Rozwiazywanie zadan. . .

Rozwiazywanie zadan statycznie wyznaczalnych

Pret pryzmatyczny obciazony sila osiowa

e w przypadku, gdy zadanie ma L
charakter projektowy korzystamy
z dwéch mozliwych warunkéw:
wytrzymaloSciowego i sztywnosciowego

0 < Odop; Al < Algop

e dla czystego rozciagania mamy

F R, Fli
Z < n*e, ﬂ < Aldop

e w zaleznosci od sformutowania zadania z powyzszych
nieréwnosci wyznaczamy szukana wielko§¢
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Rozwiazywanie zadan Rozwiazywanie zadan. . .

Rozwiazywanie zadan statycznie wyznaczalnych

Pret pryzmatyczny obciazony sila osiowa

W pelni obcigzony wagonik wazacy 13 ton wciggany jest
powoli po pochylym torze przez stalowa line. Efektywny
przekréj poprzeczny liny to 490 mm?. Pochylenie toru

a = 30°. Wyznaczy¢ naprezenia w linie oraz maksymalne
wydluzenie liny.
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Rozwiazywanie zadan Rozwiazywanie zadan. . .

Rozwiazywanie zadan statycznie wyznaczalnych

Pret obciazony kilkoma sitami

EA

@ jesli pret nie jest pryzmatyczny, = A

tzn. na dlugo$ci preta zmienia
sie przekréj poprzeczny,

material lub obciazenie, wtedy dzielimy go na przedziaty

21 1 1

@ nowy przedzial definiuje sie tam, gdzie pojawia sie jedna
z powyzszych zmian
e kazdy przedziat traktujemy jak pret pryzmatyczny

e zadanie rozpoczynamy od wyznaczenia reakcji
w podporze, zapisujac réwnanie sumy rzutéw sil na o$
preta
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Rozwiazywanie zadan Rozwiazywanie zadan. . .

Rozwiagzywanie zadan statycznie wyznaczalnych cd.

Pret obciazony kilkoma sitami

@ aby miec pelen obraz tego, co dzieje sie w precie,
wykonujemy wykresy:
e sil normalnych, uzywajac zaleznosci statyki

N(x) = iF,
i=1

e naprezen normalnych, uzywajac zaleznosci fizycznych

e przemieszczen, uzywajac zaleznosci geometrycznych

u(x) = uo(x) + Al;
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Rozwiazywanie zadan Rozwiazywanie zadan. . .

Rozwiagzywanie zadan statycznie wyznaczalnych cd.

Pret obciazony kilkoma sitami

Dla preta o przekroju poprzecznym opisanym przez
parametr A i module Younga E narysowaé wykresy sit
wewnetrznych, naprezen i przemieszczen.

E2A
EA
----- l)--— - - 2F —x->
2/ l [
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Rozwiazywanie zadan Rozwiazywanie zadan. . .

Rozwiagzywanie zadan statycznie wyznaczalnych cd.

Uklady pretowe

Zalozenia przy obliczaniu ukladéw pretow
@ odksztalcenia konstrukcji sa mate — zmiany katéw
miedzy pretami sa tak male, ze nie zmieniaja wartosci
funkcji trygonometrycznych tych katow
@ konce pretow przemieszczaja sie przy obrocie wzdluz
prostych prostopadlych do osi pretéw

pozycja
poczatkowa

pozycja /\

koncowa \

pozycja >

kofcowa  \

a)

przemieszczenie
B' punktu B
sin o= sin o'
przemieszczenie
punktu B
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Rozwiazywanie zadan Rozwiazywanie zadan. . .

Rozwiagzywanie zadan statycznie wyznaczalnych cd.

Uktlad pret-ciato sztywne

1. Metodami statyki wyznaczamy sile wewnetrzng N
W precie
2. Z prawa Hooke’a wyznaczamy wydtuzenie Al preta
3. Metoda geometryczna wyznaczamy przemieszczenia
wybranych punktéw
4. 7Z warunku wytrzymalosciowego
okreslamy wielko§¢ przek
poprzecznego preta q
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Rozwiazywanie zadan Rozwiazywanie zadan. . .

Rozwiagzywanie zadan statycznie wyznaczalnych cd.

Uktlad pret-ciato sztywne

Uklad pret-ciato sztywne obciazony jest intensywnoscia q.
Wyznaczy¢ przemieszczenie punktu b, przyjmujac przekrdoj
preta réwny A i modul Younga E.

4_
|
|
P
]
|
|
|
P
]
P
=
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Rozwiazywanie zadan Rozwiazywanie zadan. . .

Uklady pretowe

Uklad pretéw nazywamy kratownica, jezeli:
@ jej elementy sa pretami prostymi i przenosza tylko
obciazenia rozciagajace i Sciskajace
@ jej wezly i podpory sa przegubami
@ jej geometria sie nie zmienia
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Rozwiazywanie zadan Rozwiazywanie zadan. . .

Rozwiagzywanie zadan statycznie wyznaczalnych cd.

Uklady pretowe

1. Metodami statyki wyznaczamy sily wewnetrzne N;
w pretach

2. Z prawa Hooke’a wyznaczamy wydluzenie Al; pretow

3. Metoda geometryczna wyznaczamy przemieszczenia
wybranych punktéw

4. 7 warunku wytrzymatosciowego okre§lamy wielko$é
przekrojow poprzecznych
pretéow

WA 2
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Rozwiazywanie zadan Rozwiazywanie zadan. . .

Rozwiagzywanie zadan statycznie wyznaczalnych cd.

Uklady pretowe

Lampa wazaca 80 kg jest podwieszona na dwdéch pretach AB
i BC. Przyjmujac érednice preta AB ré6wna 10 mm i preta BC
réwna 8 mm, wyznaczyc naprezenia normalne w kazdym
precie oraz przemieszczenie lampy.

chn

"
\_\\
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Rozwiazywanie zadan Rozwiazywanie zadan. . .

Plan prezentacji

© Rozwiazywanie zadan

e Rozwiazywanie zadan statycznie niewyznaczalnych
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Rozwiazywanie zadan Rozwiazywanie zadan. . .

Rozwiazywanie zadan statycznie niewyznaczalnych

Z zagadnieniem statycznie niewyznaczalnym mamy do
czynienie wtedy, gdy réwnan ré6wnowagi jest zbyt mato, aby
mozna bylo wyznaczy¢ wszystkie niewiadome.

W celu rozwiazania zadania nalezy:

o zapisaé réwnanie réwnowagi

e zapisaé rownanie zgodnosci (réwnanie geometryczne)
pokazujace zgodno$¢ przemieszczen z warunkami
podparcia

e zapisaé réwnanie sila-przemieszczenie, tzn. wyrazic¢
réwnanie zgodnosci jako funkcje nieznanych sit

a) B A b) B

A
e O e e
B 1 P
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Rozwiazywanie zadan Rozwiazywanie zadan. . .

Rozwiazywanie zadan statycznie niewyznaczalnych

Wyznaczy¢ sily w precie przedstawionym na rysunku.

E24
EA
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Rozwiazywanie zadan Rozwiazywanie zadan. . .

Zadania statycznie niewyznaczalne

Przyktad

Pozioma sztywna belka podparta jest dwoma pretami i obcigzona
intensywnoscia sily g. Wyznaczy¢ przemieszczenie pionowe

punktu b.
ppad
. 2@ d
T <. ||
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Rozwiazywanie zadan Rozwiazywanie zadan. . .

Inne zrédla naprezen i odksztalcen

Naprezenia i odksztalcenia w konstrukeji moga pojawié sie
wskutek:

e zjawisk termicznych
@ bledéw montazowych
@ wstepne napinanie konstrukeji (np. $ruby)

150 mm

10 mu\@

Section a-a
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Rozwiazywanie zadan Rozwiazywanie zadan. . .

Odksztalcenia i naprezenia termiczne

e odksztalcenia termiczne sa proporcjonalne do zmiany
temperatury

e = aAT

gdzie oo — wspélezynnik rozszerzalnosci cieplnej [1/°C]

@ zaleznos¢ temperatura-odksztalcenie

AL; = ;L = aATL

@ naprezenia termiczne &
gy = EEt
AT
CZ . . ) \‘ (ST’v\
y zawsze sie pojawia’ ]
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Rozwiazywanie zadan Rozwiazywanie zadan. . .

Odksztalcenia i naprezenia termiczne

e w przypadku konstrukcji statycznie niewyznaczalnych
odksztalcenia termiczne sa blokowane, co wywoluje
naprezenia termiczne

[ EtE = aATE

@ podczas analizowania takich konstrukcji, oprocz
réwnania sila-odksztalcenie trzeba uzy¢ ré6wnania
temperatura-odksztalcenie

a)
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Rozwiazywanie zadan Rozwiazywanie zadan. . .

Odksztalcenia i naprezenia termiczne

Przyktad

Rura o dlugosci L = 300 mm wykonana z brazu ma Srednice
wewnetrzng d = 26 mm i grubosé $cianki ¢ = 6 mm. Gaz
rozgrzewa rure do temperatury Te = 90°C. Rura montowana byla
w temperaturze Ty = 15°C. Dla brazu: o = 18 - 106K,

E =110000 MPa.

Wyznaczy¢ reakcje w punktach mocowania rury oraz naprezenia

W rurze wywolane zmiang temperatury przeplywajacego gazu.

| D————c

|A BJ
I 1

L
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Rozwiazywanie zadan Rozwiazywanie zadan. . .

Odksztalcenia i naprezenia montazowe

@ w przypadku konstrukgji statycznie wyznaczalnych bledy
montazowe i niedokladnos$ci wykonania powoduja jedynie
zmiane geometrii konstrukeji

a) an b) -
c - T
L L
ﬁA D B B
e

@ w przypadku konstrukcji statycznie niewyznaczalnych bledy
montazowe i niedokladnosci wykonania wywoluja
odksztalcenia i naprezenia montazowe

b)

Poznan, 2025 Wytrzymalosé materialow 35/58



Rozwiazywanie zadan Rozwiazywanie zadan. . .

Odksztalcenia i naprezenia montazowe

Przyktad

Sztywna belka o dlugosci L jest podwieszona na dwéch pretach o
dtugosci A 1 2h. Wyznaczy¢ naprezenia montazowe w pretach
uwzgledniajac wadliwe umiejscowienie podpory — §. Jakie beda
naprezenia w pretach po przylozeniu sity F?

T L
[EA C T D & J B
(F')‘
|

) h W
e
d
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Energia odksztalcenia sprezystego

Praca — energia

£
W = / Fdx
x1

\
Y

X

%

W przypadku, gdy droga jest linig prosta, a sita dziala
wzdhluz tej linii, mamy

W =Fs [J]=[Nm]
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Energia odksztalcenia sprezystego

Praca sit zewnetrznych

W czasie rozciagania preta statyczna sita F wydluza sie on
o Al. Prace W sil zewnetrznych F, wywolujacych obciazenie,
mozna zapisaé

Al

W= / Fd(Al)
0

A=
Y’

Y

Al
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Energia odksztalcenia sprezystego

Praca sit zewnetrznych

e w zaleznosci od charakteru silty, praca W moze miec
ré6zna wartosc

@ jesli obciazenie jest funkcja stala F' = const. (a), do preta
przylozona jest od razu pelna wartos$¢ obciazenia, mamy
Al Al
W= /Fd(Al) :F/d(Al) =FAl
0 0

a) | b)
F=const. F F=kAl

Al Al
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Energia odksztalcen: g

Praca sit zewnetrznych 7

@ jesli obciazenie jest funkcja liniowa F' = RAl (b), gdzie k
jest sztywno$cia preta, co oznacza, ze sita przykladana
jest stopniowo od zera do wartosci maksymalnej, mamy

Al Al Al 1
W= / Fd(Al) = / EAIA(AL) = / Ald(Al) = JFAl
0 0 0

a) | b)

F F=const. F F=kAl

Al Al
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Energia odksztalcenia spr

Praca sit zewnetrznych

e w zagadnieniach wytrzymalo$ci materialow zaktada sie,
ze obciazenie przyktadane jest powoli od zera do
wartosci maksymalnej

e zatem prace wykonana przez sile zewnetrzne wyznacza
sie jako pole tréjkata utworzonego przez prosta
opisujaca zalezno$¢ przemieszczenia od obcigzenia

@ jest to prawdziwe dla wszystkich prostych przypadkow
obcigzen

e rozcigganie |
(sita-wydluzenie)
o skrecanie
(moment skrecajacy-kat skrecenia)
e zginanie
(moment gnacy-kat obrotu belki)

obcigzenie

w

przemieszczenie
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Energia odksztalcenia sprezystego

Energia odksztalcenia sprezystego

@ praca sit zewnetrznych W obciazajacych konstrukcje,
zamienia sie w pelni w energie odksztalcenia
sprezystego U

Uu=w

Energia odksztalcenia sprezystego

energia zaabsorbowana przez pret w czasie procesu
obciazania

@ jest to prawda gdy:
o odksztalcenie jest sprezyste
e material odksztalca sie zgodnie z prawem Hooke’a
e nie ma strat energii
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Energia odksztalcenia sprezystego

Energia odksztalcenia sprezystego

Dla przypadku rozciaganego preta o stalej Srednicy mamy:

1
U= §N Al
Wiemy, ze:
NI AlEA
Zatem ostatecznie:
N?j (AZ)ZEA

Energia odksztalcenia nie jest liniowa funkcja obciazenia
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Energia odksztalcenia sprezystego, dla przypadku preta
zlozonego z wielu segmentéw, jest suma energii
zgromadzona w poszczegblnych segmentach, liczona przy
obciazeniu wszystkimi silami

_ R i
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Energia odksztalcenia sprezystego

Energia odksztalcenia

@ pole pod krzywa rozciagania opisuje wartosé energii
zuzytej w czasie préby

@ mozna wyro6zni¢ energie odksztalcenia sprezystego
1 plastycznego

N A energia
—— odksztalcenia
plastycznego

energia
odksztalcenia
sprezystego
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Energia odksztalcenia sprezystego

Gestosé energii odksztalcenia u

Gestos¢ energii odksztalcenia

energia odksztalcenia odniesiona do objetosci elementu
konstrukcyjnego

Dla pryzmatycznego preta rozciaganego mamy:

LU N
V. 2EA2  2E
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Energia odksztalcen:

Zdolnosé pochlamama energn U,

Przyjmujac naprezenia o réwne granicy plastycznosci R,
mozna okresli¢ ilo$¢ energii jaka zostanie zmagazynowana
w elemencie bez trwalego odksztalcenia.

_Re
“r T og
Przyktad:

e stal: R, = 250 MPa, E = 200000 MPa — u, = 0,156 MPa

e guma: R, =2 MPa, E = 2 MPa — u, = 1 MPa
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Energia odksztalcenia sprezystego

Energia odksztalcenia sprezystego

Przyktad

Poréwnacé ilo$¢ zgromadzonej energii sprezystej w pretach
przedstawionych na rysunku. Zatozy¢ liniowo-sprezyste
zachowanie materiatu.

l 1| s d
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Energia odksztalcenia sprezystego

Efektywny przekrdj poprzeczny

Rzeczywiste elementy konstrukcyjne zawieraja otwory
i podciecia niezbedne do montazu. Powoduje to:
@ zmniejszenie przekroju poprzecznego przenoszacego
obciazenie
@ powstawanie spietrzen naprezen wokot otworéw
i podciec
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Energia odksztalcenia sprezystego

Spietrzenia naprezen

k
} HH
P T N { T » P P - T
i HH
F T ipnan

AT

max

P -1

foEEEEN

]

Wspétczynnik spietrzenia naprezen:

Omax
K==
Onom
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Energia odksztalcenia sprezystego

Spietrzenia naprezen

Wykres pozwalajacy wyznaczy¢ wspétczynnik spietrzenia
naprezen

3.0

25 ~_

2o o2
K= 0::):: nom = 77 1= grubosd
15 ' ‘
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
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y stan naprezen

Naprezenia na powierzchni pochylone;j

e zbadajmy rozklad i warto$¢ naprezen na powierzchni
pochylonej, dla ktérej kierunek normalny n odchylony

jest od osi o kat «
@ zgodnie z zasada de’Saint Venanta, powierzchnia ta jest

oddalona od punktu przylozenia sity

F X Foy
|
P I I
”
/n(
R e — a —
] o —-— X
R e — —
eat——————| F————
Oy —= Ox
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Jednoosiowy stan naprezen

Naprezenia na powierzchni pochylone;j

e rozpatrzmy lewsg cze$é preta; na przekroju poprzecznym
o polu powierzchni A dzialaja naprezenia o,

@ przekréj nachylonym pod katem o« ma pole powierzchni
rowne A, ; naprezenia na nim dzialajace oznaczymy
jako p,

@ zapiszmy réwnanie roéwnowagi sumy rzutéw sit na os x

—0x A+paAy =0

e z rysunku widac, ze ‘ et
A — A :— : \g *
* cosa oy =k S 2
A Agﬁ
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Jednoosiowy stan naprezen

Naprezenia na powierzchni pochylone;j

@ majac powyzsze na uwadze, z réwnania rownowagi
otrzymamy
Pao = Ox COS QY

@ zgodnie z rysunkiem, naprezenie p, mozemy rozlozy¢ na
dwie skltadowe: normalna o, i styczna 7, ktory wartosc
bedzie ré6wna

Oo = Pa COS QL
To = Pa SN

@ a po podstawieniu wyrazenia na p,

Op = 0y COS2 v —\
. 0,
To = 0,50, sin 2« = a Lo\ x
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Naprezenia na pow1erzchn1 pochylonej

Wyniki analizy naprezen na powierzchni pochylonej pozwalaja
stwierdzi¢, ze:

@ na przekrojach réwnoleglych do przekroju poprzecznego,
a = 0, naprezenia normalne maja warto$é najwieksza
0o = 0y, natomiast naprezenia styczne sg réwne zeru 7, = 0

O Uy,
Oy

{ Oa = Oy COS2 T

« = 0,50, sin 2« ~ __05g

-90° —45° 0 I3 a 0°
T(/.
0507 oo
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Jednoosiowy stan naprezen

Naprezenia na powierzchni pochylone;j

Wyniki analizy naprezen na powierzchni pochylonej pozwalaja
stwierdzi¢, ze:

@ na przekrojach nachylonych pod katem o = 45° do przekroju
poprzecznego naprezenia styczne maja warto$é najwieksza
i ré6wna naprezeniom normalnym 7, = o, = 0,50,

O Uy,
UX

{ 0o = Oy COS2 T

To = 0,50, sin 2« / ------- g
I I I | I R O |
-90° —45° 0 59 @ o0
Ta
05, |-~
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naprezen

Naprezenia na powierzchni pochylone;j

Efekt dzialania maksymalnych naprezen stycznych mozna
zaobserwowac:

@ przy zniszczeniu prébek z materiatu kruchego
poddanych Sciskaniu (a)

@ przy rozcigganiu prébek 3) l b T
z materiatlu plastycznego
(linie Luders’a) (b)
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Jednoosiowy stan naprezen

Naprezenia na powierzchni pochylone;j

Przyktad [Gere, Goodno (2009)]

Dwie deski polaczone sa klejem. Naprezenia normalne
w deskach wywolane sila F' to 4,9 MPa. Z powodéw
technologicznych kat o musi zawieraé sie w przedziale
10-40°. Jezeli styczne naprezenia dopuszczalne sa réwne
2,25 MPa, jaki jest najwiekszy dopuszczalny kat o?
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