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Podstawowe pojecia | Zalozenia

Wytrzymatos¢ a zniszczenie

@ konstrukcja traci wytrzymatosé, jesli z powodu
czeSciowego lub catkowitego zniszczenia lub
odksztalcenia przestaje spelniac¢ swoja funkcje

e w tym sensie, wytrzymalosc jest wlasnoscia konstrukcji

@ jednak kryterium wytrzymalosci zwiazane jest ze
stanem naprezen w punkcie konstrukcji i dlatego
opisuje lokalne wlasnosci zar6wno stanu naprezen jak
i materiatu

@ oznacza to, ze zniszczenie materiatu nie musi by¢
jednoznaczne ze zniszczeniem konstrukcji
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Podstawowe pojecia | Zalozenia

Wytrzymatos¢ a zniszczenie

o w przypadku preta rozciaganego (a) rozklad naprezen
sprawia, ze gdy osiagaja one granice plastyczno$ci, pret
uplastycznia sie na calym przekroju i ulega zniszczeniu

e w przypadku belki zginanej (b) uplastycznienie
przekroju nastepuje stopniowo, od wiékien
zewnetrznych w glab materialu; uplastycznienie

zewnetrznych wlékien nie musi oznaczaé zniszczenia
belki
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Podstawowe pojecia = Material sprezysto-plastyczny
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Podstawowe pojecia = Material sprezysto-plastyczny

Modelowanie materiatu

@ przy analizowaniu konstrukeji w zakresie sprezystym,
przyjmuje sie liniowo-sprezysty model materiatu

@ model taki opisany jest dwoma parametrami: modutem
Younga E i wspétczynnikiem Poissona v

e material zachowuje sie w sposéb
liniowy niezaleznie

od wartosci napreZeﬁ o MODEL LINIOWO-SPREZYSTY
/ KRZYWA ROZCIAGANIA
E

Poznan, 2025 Wytrzymalosé materialow 7/43



Podstawowe pojecia = Material sprezysto-plastyczny

Modelowanie materiatu

e w przypadku analizy konstrukcji z uwzglednieniem jej
uplastycznienia nalezy przyja¢ model materiatu
uwzgledniajacy jego zachowanie sie po przekroczeniu
granicy plastycznos$ci

@ najprostszym modelem jest model biliniowy; wyréznia
sie model

e sprezysto-idealnie plastyczny
e sprezysto-plastyczny z umocnieniem

KRZYWA ROZCIAGANIA
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Podstawowe pojecia

Modelowanie materiatu

Material sprezysto-plastyczny

o w modelu sprezysto-idealnie plastycznym do granicy
plastycznosci (R,) obowiazuje model liniowo-sprezysty,
natomiast po jej przekroczeniu nastepuje plyniecie
materiatu, ktéry ma zerowa sztywnos$¢ — wydtuzenie
wzrasta w nieskonczonosc¢ przy stalej wartosci naprezen
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Podstawowe pojecia

Modelowanie materiatu

Material sprezysto-plastyczny

@ w modelu sprezysto-plastycznym z umocnieniem do
granicy plastycznosci (R.) obowiazuje model
liniowo-sprezysty, natomiast po jej przekroczeniu
sztywno$¢ materialu zmniejsza sie i jest opisywana
modutem stycznym ET; druga czeéé wykresu jest tez
liniowa i modeluje zjawisko umacniania sie materiatu
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Podstawowe pojecia = Material sprezysto-plastyczny

Modelowanie materiatu

@ nieliniowe zachowanie materialu mozna zamodelowac
doktadniej definiujac funkcje o = f(¢), ktora je opisuje
e jednym z przykladéw jest funkcja Ramberga-Osgood’al

o o\"
e==+K <—)
E E
gdzie K i n sa stalymi zaleznymi od materialu
b,
o =f(e)
& 0 &

W. Ramberg, W.R. Osgood, NACA-TN-902, 1943
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Podstawowe pojecia = Material sprezysto-plastyczny

Modelowanie materiatu

W zaleznosci od wlasnosci, materialy moga zachowywaé sie
w rézny sposob pod obciazeniem.
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Podstawowe pojecia = Material sprezysto-plastyczny

Analiza konstrukcji

e w przypadku analizy sprezysto-plastycznej nie jest
spelniona zasada niezaleznosci przyktadania sit

@ moéwi ona, ze kolejnosé przyktadania sil nie wptywa na
ostateczny wynik

@ na kolejnym slajdzie wyja$niono to na przykladzie preta
Sciskanego sila F'; i rozciaganego sila Fo, ktora jest dwa
razy wieksza od sity F;

@ rozpatrzono dwa przypadki: w pierwszym przykladana
jest najpierw sila $ciskajaca F; a nastepnie sita
rozciagajaca Fo; w drugim kolejnos¢ jest odwrotna
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Podstawowe pojecia = Material sprezysto-plastyczny

Analiza konstrukcji

o jesli najpierw przylozy sie site F, a pézniej Fo, material
preta pozostaje w zakresie sprezystym

o jesli kolejnosé jest odwrotna, material pod wpltywem sily
Fy uplastycznia sie, a sita F; sprowadza go z powrotem
do stanu sprezystego, jednak w materiale pozostaja
trwale odksztalcenia plastyczne
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ZAKRES SPREZYSTY
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Podstawowe pojecia = Material sprezysto-plastyczny

Analiza konstrukcji

e analizuja konstrukcje w zakresie sprezystym przyjmuje
sie, ze maksymalne odksztalcenia nie przekraczaja 1%

@ w zakresie sprezysto-plastycznym maksymalne
odksztalcenia nie przekraczaja 2%

o dla przykladu: dla stali z granica plastycznosci
o, = 240 MPa odksztalcenie uplastyczniajace

940 MP
e = 721009 — 220 MPa

E 200000 Mpa 1007 =0,12%

e zatem w obu przypadkach odksztalcenia sa na tyle
male, ze konstrukcje mozna analizowaé¢ w stanie
nieodksztalconym
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Podstawowe pojecia = Material sprezysto-plastyczny

Analiza konstrukcji

@ w praktyce, aby lepiej wykorzystac¢ wlasno$ci materiatu,
konstrukcje projektuje sie na tzw. nosnosé graniczna

Nosnosc¢ graniczna

wartos¢ obciazenia, powyzej ktorej uktad przeksztalca sie
w mechanizm na skutek catkowitego uplastycznienia
niektorych przekrojow

e zakladamy przy tym sprezysto-idealnie plastyczny
model materiatu i rozpatrujemy jedynie poczatek ruchu
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Proste przypadki obciazenia | Prety i uklady pretowe

Pret pryzmatyczny

e pret pryzmatyczny obcigzony sila na koncu osiagnie
no$no$c¢ graniczna, kiedy jego przekrdéj poprzeczny
ulegnie catkowitemu uplastycznieniu

@ obciazenie graniczne wyznaczamy z zaleznosci = *!
|
Fgr = R.A J:?
I
I
| E4
|
ol -l ol
AL
(MM o ]
2 il ;
Pty F=lg |
. STAN PELNEGO
STAN SPREZYSTY UPLASTYCZNIENIA "F
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Proste przypadki obciazenia | Prety i uklady pretowe

Uklady statycznie wyznaczalne

e statycznie wyznaczalny uklad pretéw osiagnie nosnosé
graniczna, kiedy przekréj poprzeczny jednego z nich
ulegnie catkowitemu uplastycznieniu

@ obcigzenie graniczne wyznaczamy z zaleznosci

Fgr - ReA

przy czym nalezy najpierw ustalic,
w ktérym precie naprezenia sa wieksze

— P e

5 1l

F<E, F=F

Q
Q

STAN SPREZYS STAN PELNEGO
TANSPREZYSTY  (jpp ASTYCZNIENIA
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Proste przypadki obciazenia | Prety i uklady pretowe

Uklady statycznie wyznaczalne

e dla powyzszego przykladu, z rownan réwnowagi
wyznaczamy sily wewnetrzne w pretach; mamy
N1 =0,87F oraz No = 1,06F

@ naprezenia w poszczegélnych pretach beda mialy
wartos¢

N F N. F
o1 = Xl = 0’87K oraz o9 = 2

o wieksze naprezenia sa w precie pierwszym i to
ten pret uplastyczni sie jako pierwszy

e zatem obcigzenie graniczne pojawi sie,
gdy o1 = R,, czyli

R, = 0,87% — Fg =1,15RA
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Proste przypadki obciazenia | Prety i uklady pretowe

Uklady statycznie niewyznaczalne

e uklady statycznie niewyznaczalne traca nosnosé
stopniowo; uplastycznieniu ulegaja kolejne prety

@ ponizej przedstawiono przyklad sztywnej belki
podpartej na dwoch pretach odksztalcalnych

e przy zalozeniu, ze naprezenia w pretach w danej chwili
sa rézne, najpierw uplastyczni sie pret, w ktérym sa one
wieksze; méwimy wtedy o obciazeniu uplastyczniajacym

o wtedy, uklad belki i jednego preta odksztalcalnego
przenosi cale obciazenie; sztywno$é¢ uktadu jest mniejsza

@ dopiero, gdy naprezenia w drugim
precie osiagna granice plastycznosci v v
uktad zmieni sie¢ w mechanizm i ulegnie
zniszczeniu; bedzie to odpowiadaé
obciazeniu granicznemu v
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Proste przypadki obciazenia | Prety i uklady pretowe

Uklady statycznie niewyznaczalne

e dla ukladu sztywnej belki podpartej dwoma pretami
o dhugosci /:
e wyznaczy¢ obciazenie uplastyczniajace Fyy;
i odpowiadajace mu przemieszczenie punktu B vg
e wyznaczy¢ obciazenie graniczne Fy, i odpowiadajace mu
przemieszczenie punktu B vp
o przedstawi¢ wykres zaleznosci F-vp

@ ponadto przyjaé
e naprezenia uplastyczniajace

Wi
réowne R,
o material preta E E4| £ |
e przekrdj poprzeczny A !
p )] pop y o o
N
A B ¥
b b b
¥ F
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Proste przypadki obciazenia | Prety i uklady pretowe

Uklady statycznie niewyznaczalne

e zadanie jest statycznie niewyznaczalne, zatem oprécz
réwnania réwnowagi nalezy przeanalizowac¢ deformacje

uktadu
@ z rownania réwnowagi momentéw wzgledem punku A
bedzie
) kR, N, by,
N7+ 2Ny = 3F N
@ z réwnania zgodnosci s b P
przemieszczen mamy N 4 , BF
A VB
Aly = 2Al \\ﬁ
@ zgodnie z prawem Hooke’a dla rozciagania mamy
Nyl Nyl
Al = — oraz Aly = ——
' EA T EA
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Proste przypadki obciazenia | Prety i uklady pretowe

Uklady statycznie niewyznaczalne

@ wracajac do rownania zgodnosci przemieszczen
otrzymamy Ny = 2N,

@ az réwnania réwnowagi N; = 3F oraz Ny = gF

@ poniewaz przekroje obu pretéw sa takie same, wieksze
naprezenia pojawig sie w precie, w ktérym sita
wewnetrzna jest wieksza, czyli w precie drugim

e sila uplastyczniajaca bedzie zatem réwna

Ny =RA — gF —RA — Fp = gReA

@ spréobujmy teraz wyznaczy¢ odpowiadajace tej sile
przemieszczenie punktu B, czyli v%l
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Proste przypadki obciazenia | Prety i uklady pretowe

Uklady statycznie niewyznaczalne

@ przemieszczenia tego nie mozemy wyznaczy¢
bezposrednio, ale mozna je powiazac z wydluzeniem Als,
ktére mozna wyznaczy¢

e z rysunku widag¢, ze

3b 2 Vb N b

o~ Al s

U% Al2 A b b b 5

czyli ,,1 ah 4 BF
3 .

v%l = §A12 \\ﬁ

e w stanie uplastycznienia Ny = R.A, wiec wydluzenie
preta drugiego
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Proste przypadki obciazenia | Prety i uklady pretowe

Uklady statycznie niewyznaczalne

e zatem szukane przemieszczenie punktu B jest réwne

@ w momencie osiagniecia przez konstrukcje obciazenia
granicznego sita w obu pretach bedzie sila
uplastyczniajaca N1 = No = R.A; z réwnania ré6wnowagi
mamy zatem

N+ 2Ny =3F — R, A+2RA=3F — Fga =RA

@ w momencie uplastycznienia preta pierwszego jego
wydluzenie bedzie réwne Aly = (R.l)/E
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Proste przypadki obciazenia | Prety i uklady pretowe

Uklady statycznie niewyznaczalne

@ poniewaz vg = 3Al1, to przemieszczenie punktu B w
momencie osiagniecia przez konstrukcje obciazenia
granicznego bedzie réwne

3R,
E

=

@ z obliczen wynika, ze obciazenie graniczne jest o 20%
wieksze od uplastyczniajacego, a przemieszczenie przy
obciazeniu granicznym jest dwa razy wieksze niz przy
uplastyczniajacym
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Proste przypadki obciazenia | Prety i uklady pretowe

Uklady statycznie niewyznaczalne

@ na wykresie przedstawiajacym rozwiazanie widoczne sa
trzy zakresy:

e pierwszy, to zakres sprezysty, w ktorym uklad pracuje
poprawnie

e drugi, to zakres, w ktérym drugi pret jest uplastyczniony,
a cale obcigzenie przenoszone jest przez pret pierwszy —
sztywnos$¢ ukladu jest mniejsza

e trzeci, to zakres zniszczenia, w ktérym uklad ma zerowsg

sztywnos¢
F

@r
o — p—

|
ZAKRES  Vpl Ver v
NORMALNEJ
PRACY
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Proste przypadki obciazenia | Skrecanie
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Proste przypadki obciazenia | Skrecanie

Skrecanie w zakresie sprezysto-plastycznym

e w przypadku skrecania, analiza w zakresie
sprezysto-plastycznym przebiega inaczej niz przy
rozciaganiu

e wynika to rozktadu naprezen na przekroju poprzecznym
walu skrecanego

@ rozklad ten zmienia sie wzdluz promienia; w osi watu
naprezenia sg réwne zero i wzrastaja liniowo az do
wartosci maksymalnej na powierzchni zewnetrznej watu

G,
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Proste przypadki obciazenia | Skrecanie

Skrecanie w zakresie sprezysto-plastycznym

e przyjmujemy model materialu sprezysto-idealnie
plastyczny; do naprezen uplastyczniajacych 7,
zachowuje sie on w sposob sprezysty, a po przekroczeniu
tej warto$ci traci zupelnie sztywnos$é, a kat
odksztalcenia postaciowego v ro$nie do nieskonczonosci

e w zakresie sprezystym naprezenia maksymalne, ktére
sa mniejsze od uplastyczniajacych (7yax < 7p7),
wyznaczamy z zaleznosci

M

Tmax = W
0

KRZYWA
Z EKSPERYMENTU
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Proste przypadki obciazenia | Skrecanie

Skrecanie w zakresie sprezysto-plastycznym

@ przy wzroscie obciazenia naprezenia rosna az do
wartosci uplastyczniajacej materiat (7;,4x = 7,7) 1 wtedy
wyrazenie na naprezenia mozemy zapisaé nastepujaco

M

e dla walu pelnego Wy = 0, 57R?; mozemy zatem
wyznaczy¢ wartoS¢ momentu skrecajacego
powodujacego uplastycznienie
zewnetrznych wiékien materiatu

1 ,
M, = §7TTle3

. Tmax:T [

Poznan, 2025 Wytrzymalosé materialow 32/43



Proste przypadki obciazenia | Skrecanie

Skrecanie w zakresie sprezysto-plastycznym

e przy dalszym zwiekszaniu obciazenia, kolejne warstwy
materialu beda sie uplastyczniaty

e zewnetrzna czes¢ watu, od promienia R do rp; bedzie w
pelni uplastyczniona a naprezenia beda réwne 7,

@ ponizej promienia r,; material watu bedzie w stanie
sprezystym i bedzie stanowil tzw. rdzen sprezysty;
naprezenia wyznacza sie tu tak samo, ‘
jak w przypadku skrecania sprezystego L o=,
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Proste przypadki obciazenia | Skrecanie

Skrecanie w zakresie sprezysto-plastycznym

@ chcac wyznaczy¢ warto$¢ momentu skrecajacego
w stanie sprezysto-plastycznym musimy znaleZ¢ sume
momentéw dla obszaru sprezystego M. ; 1 plastycznego

s—p
2
Msfpl
e moment z obszaru sprezystego wyznaczamy typowo,

przyjmujac promien réwny r,;, na ktérym zaczyna sie

uplastycznienie
1

1 3

Ms—pl = EFTplrpl

e moment z obszaru uplastycznionego nalezy zdefiniowa¢é
na podstawie ponizszego schematu
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Proste przypadki obciazenia | Skrecanie

Skrecanie w zakresie sprezysto-plastycznym

e moment definiuje sie jako iloczyn sily i ramienia;
w naszym przypadku sila T generowana jest przez
naprezenia 7,; na dtugosci od r,; do R na ramieniu p

@ naprezenia rozlozone sa na calym obwodzie, zatem
obszar, na ktorym dzialaja to pierscien, ktory mozemy
zapisac jako

dA = 27pdp

@ moment mozemy zatem zapisac
R

Mf_pl = /’TplpdA

r

Ms2—pl = %71’7’1,1 (R3 — r‘l?;l)

dp
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Proste przypadki obciazenia | Skrecanie

Skrecanie w zakresie sprezysto-plastycznym

@ kat skrecenia w obszarze sprezystym wyznaczamy ze
znanej zaleznoSci

0 — M.s}—pl _ 2Zusl—pl
GIO Gwrgl

@ podstawiajac za M sl—pl wyznaczone wczesniej wyrazenie
mozemy wyznaczy¢ promien uplastycznienia

Tpl
p
ro, =

pl 0G

e widad, ze gdy kat skrecenia # dazy do nieskonczonosci,
promien uplastycznienia r,,; dazy do zera, co oznacza
uplastycznienie calego przekroju poprzecznego watlu
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Proste przypadki obciazenia | Skrecanie

Skrecanie w zakresie sprezysto-plastycznym

@ ostateczne wyrazenie na moment w zakresie
sprezysto-plastycznym otrzymamy sumujac wyznaczone
wyzej skladowe i podstawiajac do nich wyrazenie na
promien uplastycznienia

M, =M, +M2

-pl = pl

M, , = gm'leS 17TTpl (;—é)

@ pelne uplastycznienie przekroju jest tozsame z zerowa
sztywnoscig walu; wtedy kat skrecenia bedzie dazyt do
nieskonczonosci; zatem drugi skladnik powyzszego
réwnania bedzie dazyt do zera a moment graniczny My,
mozemy zapisac

2
Mgr:*

37TTle3
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Proste przypadki obciazenia | Skrecanie

Skrecanie w zakresie sprezysto-plastycznym

@ na podstawie zaleznosci wyprowadzonych wczesniej, dla
danych: d = 20 mm, G = 80000 MPa i 7,; = 200 MPa,
sporzadzono wykres przedstawiajacych zaleznos¢
momentu obciazajacego M od kata skrecenia ¢

M <M<Mg,, M:‘Mg,

‘max

STAN PELNEGO

0,0002 0,0004 0,0006 0,0008 STAN SPREZYSTO-
UPLASTYCZNIENIA

Opi 0 PLASTYCZNY
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Proste przypadki obciazenia | Skrecanie

Skrecanie w zakresie sprezysto-plastycznym

@ pelne zniszczenie walu nastapi wtedy, gdy w kazdym
punkcie dowolnego przekroju naprezenia osiagna
granice plastycznosci; oznacza to pojawienie sie
przegubu plastycznego, dla ktérego kat skrecenia roénie
do nieskonczonosci — sztywno$¢ watu jest zerowa

e warto zauwazy¢, ze stosunek momentu granicznego Mg,
réwnowaznego ze zniszczeniem walu, do momentu
uplastycznienia M,,;, przy ktérym zaczynaja
uplastyczniac sie zewnetrzne wlékna, wynosi 4/3

@ oznacza to, ze istnieje zapas wytrzymalosci, w postaci
33% momentu uplastycznienia, wynikajacy
z plastycznych wlasciwosci materialu
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Plan wyktadu
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Zginanie w zakresie sprezysto-plastycznym

@ analogiczna analize mozna przeprowadzi¢ dla belki
zginanej; dla przypadku belki przedstawionej na
rysunku rozklad naprezen na przekroju jest liniowy — w
osi belki naprezenia sa réwne zeru, na skrajnych
wléknach osiagaja wartosci maksymalne

@ rozklad momentu na dlugoéci jest trojkatny —
maksimum pojawia sie¢ w polowie dlugosci belki

@ uplastycznienie rozpocznie sie zatem w polowie dtugosci
belki i bedzie postepowalo od skrajnych wlékien do
srodka belki
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Zginanie w zakresie sprezysto-plastycznym

@ uplastycznienie rozpocznie sie zatem w polowie dtugosci
belki i bedzie postepowato od skrajnych wiékien do
$rodka belki

@ miedzy obciazeniem ré6wnym momentowi
uplastyczniajacemu i obcigzeniem granicznym w belce
bedzie wystepowal rdzen sprezysty
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Zginanie w zakresie sprezysto-plastycznym

@ podobnie jak w przypadku skrecania, w momencie
uplastycznienia catego przekroju belki pojawi sie w tym
miejscu przegub plastyczny, ktéry zmieni belke w
mechanizm — zachowuje sie jak dwie belki potaczone
w polowie dtugosci przegubem

e stosunek momentu uplastyczniajacego M,; do momentu
granicznego M, jest réwny 1,5; oznacza to, ze dzieki
plastycznym wlasciwoscia materiatu po przekroczeniu
granicy plastycznosci w skrajnych wiéknach jest jeszcze
zapas 50% obciazenia uplastyczniajacego, zanim belka
ulegnie zniszczeniu
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