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Wprowadzenie do statecznosci konstrukeji =~ Réwnowaga ukladu
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Wprowadzenie do statecznosci konstrukeji =~ Réwnowaga ukladu

Przyktady utraty statecznosci

@ jednym z kryteriéw definiujacych niezawodno$c
konstrukeji jest statecznosé

o stateczno$¢ moga utraci¢ konstrukcje smukle
1 cienkoscienne
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Wprowadzenie do statecznosci konstrukeji =~ Réwnowaga ukladu

Utrata statecznosci

@ postac¢ wyboczenia, czyli ksztalt, jaki konstrukcja
przyjmie po utracie statecznos$ci, ma zazwyczaj ksztalt
jednej lub kilku fal

e wyboczenie moze miec charakter globalny (b) lub
lokalny (c)

@ obciazenie, przy ktérym nastepuje utrata statecznosci
nazywamy obcigzeniem krytycznym

b) D)
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Wprowadzenie do statecznosci konstrukeji =~ Réwnowaga ukladu

Rodzaje réwnowagi

@ w mechanice analizujemy obiekty znajdujace sie
w rownowadze; jednak zazwyczaj nie zastanawiamy sie,
jaki jest charakter tej rownowagi — nie badamy
stateczno$ci

@ statecznos$¢ mozna rozumieé jako odpowiedz systemu na
zaburzenia zewnetrzne

Polozenie rownowagi systemu jest stateczne, jesli dowolnie

mate wymuszenie wywoluje mate wychylenie systemu z tego
potozenia.
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Wprowadzenie do statecznosci konstrukeji =~ Réwnowaga ukladu

Rodzaje réwnowagi

e w praktyce statecznos$¢ konstrukgeji, zalezy od:

typu elementu konstrukcyjnego (pret, ptyta, powloka)
e wymiaréw geometrycznych konstrukeji

e rodzaju podparcia i obciazenia

e poczatkowych niedoskonato$ci geometrycznych

(]

@ statecznosc¢ nalezy zatem badac¢ indywidualnie
dla danego ukladu i rozpatrzy¢
rézne rodzaje wymuszen,
np. dzialajace w réznych kierunkach
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Wprowadzenie do statecznosci konstrukeji = Sily blonowe

Plan wyktadu

@ Wprowadzenie do statecznosci konstrukeji

@ Sily btonowe
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Wprowadzenie do statecznosci konstrukeji = Sily blonowe

Blonowy stan naprezen

@ konstrukcje smukle i cienko$cienne przenosza
obciazenia poprzez sity blonowe
o odksztalcenia przy tak rozlozonych sitach sa bardzo
mate (b)
@ jednak odksztalcenia w wyniku
dzialania sil poprzecznych
sa duze (c) b)
e zatem konstrukcje smukte
i cienko$cienne wykazuja
duza sztywnosé blonowa E
i mala sztywnos¢ gietnag

c)

F=100N
>

200

u = 0,003 mm
0.=3,33 MPa

u=29,6 mm
0. =163 MPa
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Wprowadzenie do statecznosci konstrukeji = Sily blonowe

Blonowy stan naprezen

o sily blonowe wplywaja na sztywnos¢ gietna konstrukeji
w dwojaki sposéb
o sily Sciskajace zmniejszaja sztywnosé konstrukeji
e sily rozciagajace usztywniaja konstrukcje (stress
stiffening)

e widac¢ to na przykladzie preta przedstawionego na
poprzednim slajdzie, ktéry w wyniku dzialania sily
poprzecznej ugial sie 0 29,6 mm

@ na nastepnym slajdzie przedstawiono wyniki dwéch
analiz

e w pierwszej z nich pret zostal wstepnie $ci$niety sila
osiowa, a dopiero pézniej obciazony sila poprzeczna
e w drugiej, wstepna sila osiowa byla rozciagajaca
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Wprowadzenie do statecznosci konstrukeji = Sily blonowe

Blonowy stan naprezen

e w pierwszym przypadku sztywnosc¢ preta spadta —
ugiecie zwiekszylo sie 0 220%

e w drugim przypadku sztywno$¢ preta wzrosta — ugiecie
zmniejszylo sie 0 40%

krok 1 krok 1
F=100N F=100N
b) )
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Wprowadzenie do statecznosci konstrukeji = Sily blonowe

Blonowy stan naprezen

e w skrajnym przypadku $ciskajace sity blonowe moga by¢
tak duze, ze sztywnos$¢ konstrukcji maleje do zera;
wtedy, po przylozeniu niewielkiej sity (zaburzenia) lub
nawet bez dodatkowej sily dochodzi do ugiecia
konstrukeji — konstrukcja traci statecznosé
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Wprowadzenie do statecznosci konstrukeji = Sily blonowe

Blonowy stan naprezen

e zjawisko utraty statecznosci mozna wytlumaczy¢ przy
pomocy podej$cia energetycznego

@ obciazenie przylozone do konstrukcji wywoluje jej
przemieszczenie; wykonuje zatem prace, ktora jest
zamieniana na energie odksztalcenia postaciowego

1 F?]
We — EFAI, Ug - ﬂ

@ poniewaz sily blonowe sa duze, duza jest réwniez
energia odksztalcenia
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Wprowadzenie do statecznosci konstrukeji = Sily blonowe

Blonowy stan naprezen

e w momencie utraty statecznos$ci nastepuje samoistna
zamiana energii odksztalcenia stanu blonowego w
energie odksztalcenia stanu zgieciowego

@ poniewaz sztywnos$c¢ zgieciowa jest duzo mniejsza, aby
zaabsorbowac cala energie potrzebne jest duze ugiecie

o ilo$¢ energii pozostaje taka sama (poza niewielkimi
stratami) ale odpowiada jej inna konfiguracja
geometryczna

e zwykle prowadzi to do zniszczenia konstrukeji
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Sciskanie preta prostego

Plan wyktadu

9 Sciskanie preta prostego
© Wyniki eksperymentu
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nie preta prostego = Wyniki eksperymentu

Sciskanie preta eksperyment

o eksperyment pokazuje, ze nawet przy osiowym
$ciskaniu pret nieznacznie ugina sie wraz ze wzrostem
sily, a w pewnym momencie ugiecie to wzrasta
gwaltownie — pret traci statecznosé

przemieszczenie [mm]
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Sciskanie preta prostego = Obciazenie krytyczne — réwnanie Eulera

Plan wyktadu

9 Sciskanie preta prostego

@ Obciazenie krytyczne — réwnanie Eulera
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Sciskanie preta prostego | Obciazenie krytyczne — réwnanie Eulera

Obciazenie krytyczne (Euler 1744)

Wyboczenie sprezyste

e rozpatrzmy belke Sciskana podparta przegubowo na obu
koncach; jesli sila przylozona jest w $rodku ciezkosci
przekroju poprzecznego i dziala wzdluz

E
osi belki, to postac prostoliniowa b
jest postacia réwnowagi. _ Y,
@ sprébujmy znalezé wartosc¢ sily, W EL
przy ktorej ugiety pret |
réwniez pozostaje ! }
w rownowadze (sile krytyczna) ,’\ v(x)
e stateczno$é¢ konstrukeji analizujemy I /
w stanie odksztalconym AN
X
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Sciskanie preta prostego | Obciazenie krytyczne — réwnanie Eulera

Obciazenie krytyczne (Euler 1744)

Wyboczenie sprezyste

@ rozpatrzmy rownowage odcietego,
ugietego fragmentu belki

e trzy nieznane sily wewnetrzne mozemy
wyznaczy¢ z réwnan réwnowagi

Y Fr=0-N=F,

Y F,=0-5Q=0
> Mp=0—M, —Fpv=0

e praktyczne znaczenie bedzie miato
réwnanie ostatnie
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Sciskanie preta prostego | Obciazenie krytyczne — réwnanie Eulera

Obciazenie krytyczne (Euler 1744)

Wyboczenie sprezyste

e rozpatrujemy belke w stanie zaburzonym

e zaburzenie to musi by¢ male, zatem ugiecie v(x) réwniez

jest male

@ mozemy zatem skorzystac z przyblizonego ré6wnania
linii ugiecia belki (prawdziwego dla malych ugieé¢) aby
uzyskac wyrazenie na M, bedace funkcja ugiecia

M, .

" _ . "
v —:EEIZ — M, = +v"EIl

@ zgodnie z przyjeta konwencja znakéw,
dla przyjetego ukladu wspélrzednych
druga pochodna bedzie w naszym
przypadku ujemna
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Sciskanie preta prostego | Obciazenie krytyczne — réwnanie Eulera

Obciazenie krytyczne (Euler 1744)

Wyboczenie sprezyste

@ podstawiajac otrzymane wyzej wyrazenie na moment
gnacy do réwnania réwnowagi otrzymamy liniowe
réwnanie rézniczkowe o stalych wspétczynnikach

V'El, + Fv =0
e dziela réwnanie przez EI, i przyjmujac k? = F},./(EL,)
otrzymamy
v + k% =0
@ ogélne rozwiazanie tego réwnania to

v = Cysinkx + Cq cos kx (1)

gdzie C; i Cg sg stalymi

Poznan, 2025 Wytrzymalosé materiatow 21/45



Sciskanie preta prostego | Obciazenie krytyczne — réwnanie Eulera

Obciazenie krytyczne (Euler 1744)

Wyboczenie sprezyste

o state C; 1 Cy wyznaczamy z warunkow brzegowych;
w rozwazanym przypadku mamy dwa warunki:

e v(0)=0
e v(l)=0

@ z pierwszego warunku otrzymamy Ce = 0

e z drugiego warunku, uwzgledniajac powyzsze,
otrzymamy réwnanie

Cisinkl =0

@ jest ono spelnione w dwéch przypadkach
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Sciskanie preta prostego | Obciazenie krytyczne — réwnanie Eulera

Obciazenie krytyczne (Euler 1744)

Wyboczenie sprezyste

e przypadek pierwszy: C; = 0; pamietajac, ze Cg = 0,
réwnanie (1) przyjmie postac

v=0

@ na podstawie tego rozwigzania mozemy stwierdzié, ze
pret nieodksztalcony pozostaje w stanie réwnowagi

@ poniewaz jednak, jego wychylenie, bedace zaburzeniem,
jest ré6wne zeru, nie mozemy wnioskowac o charakterze
tej rownowagi

@ rozwigzanie to nie daje réwniez informacji na temat
obciazenia krytycznego
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Sciskanie preta prostego | Obciazenie krytyczne — réwnanie Eulera

Obciazenie krytyczne (Euler 1744)

Wyboczenie sprezyste

e przypadek drugi: C; # 0; wtedy musi byé¢ prawda, ze

sinkl =0
@ to z kolei jest prawdziwe, gdy V\ ‘

kl=nr
gdzien =1,2,...
@ pozwala nam to wyznaczyc¢ stala &
. . F
k= nTﬂ a poniewaz k2 = EZ

e otrzymujemy ostatecznie wyrazenie na site krytyczna

2 2EI
Fy =" 7Tlz - 2)
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Sciskanie preta prostego | Obciazenie krytyczne — réwnanie Eulera

Obciazenie krytyczne (Euler 1744)

Wyboczenie sprezyste

e z wyrazeniem na sile krytyczna zwigzane jest réwnanie
ugiecia preta (1), ktore, dla Co = 0 przyjmuje postaé

v(x) = Cysinkx
@ podstawiaja wyznaczone wyzej wyrazenie na k
otrzymamy linie ugiecia preta po utracie statecznosci

v(x) = Cy sin ”lﬂ (3)

@ aby zrozumie¢ sens fizyczny otrzymanego rozwigzania
rozwazmy przypadek dlan =1
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Sciskanie preta prostego | Obciazenie krytyczne — réwnanie Eulera

Obciazenie krytyczne (Euler 1744)

Wyboczenie sprezyste

e zakladajac, ze n = 1, r6wnania (2) i (3) przyjma postaé

oraz v (x) = Cy sin i

F(l) B m2EIL,
a l

kr 12

@ oznacza to, ze przy sile krytycznej F,S) zaburzony stan
preta opisany jest krzywa v (x)

e stan ten jest stanem ré6wnowagi dla dowolnej wartosci
Cq, ktéra w tym przypadku odpowiada maksymalnemu
wychyleniu preta v,q.

o wszystkie mozliwe ugiete postacie preta sa mozliwymi
stanami ré6wnowagi
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Sciskanie preta prostego | Obciazenie krytyczne — réwnanie Eulera

Obciazenie krytyczne (Euler 1744)

Wyboczenie sprezyste

@ poniewaz C; jest dowolna liczba, rézna od zera, to przy
sile F},, = F,(;) oprocz prostoliniowego stanu réwnowagi
pojawia sie nieskonczenie wiele przyleglych zgietych
stanéw

@ w ten sposéb nieugiety stan réwnowagi staje sie
obojetnym (niestatecznym)

v(x) = Cysin X

[
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Sciskanie preta prostego | Obciazenie krytyczne — réwnanie Eulera

Obciazenie krytyczne (Euler 1744)

Wyboczenie sprezyste

@ rozwigzanie otrzymane metoda Eulera pozwala ustalic,

ze:
o przy sile F' < F}, pret jest w stanie réwnowagi i pozostaje
prosty
e przy sile F = F}, pojawia sie nieskonczenie wiele stanéw
réwnowagi

@ nie mozna natomiast powiedzie¢ nic
o charakterze rownowagi — czy jest
stateczny czy niestateczny oo

F

7\07;3&1?(;waga W stanie
@ rozwiazanie graficzne to nieskonczona krytycznym
liczba punktéw rozlozonych na prostej

odpowiadajacej sile F' = F},

rownowaga w stanie
dokrytycznym
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Sciskanie preta prostego | Obciazenie krytyczne — réwnanie Eulera

Obciazenie krytyczne (Euler 1744)

Wyboczenie sprezyste

@ w og6lnym rozwiazaniu pojawia sie n, ktére moze

przyjmowac wartosci calkowite
2.2 EI
F, = %; v(x) :Clsin?

@ oznacza to, ze mozliwe sa inne wartosci sity krytyczne;j
i odpowiadajace im postacie wyboczenia

e warto$¢ kolejnych obciazen krytycznych bedzie szybko
wzrastaé z kwadratem n, natomiast do postaci
wyboczenia beda dochodzilty kolejne pétfale
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Sciskanie preta prostego | Obciazenie krytyczne — réwnanie Eulera

Obciazenie krytyczne (Euler 1744)

Wyboczenie sprezyste

e trzy pierwsze postacie wyboczenia oraz odpowiadajace
im obciazenia krytyczne przedstawiono ponizej

~—— -

=
———

vi(x)

<
=

=
~
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Sciskanie preta prostego | Obciazenie krytyczne — réwnanie Eulera

Obciazenie krytyczne (Euler 1744)

Wyboczenie sprezyste

e z praktycznego punktu widzenia najwazniejsza jest
pierwsza wartosé sily krytycznej i pierwsza postaé
wyboczenia, poniewaz zazwyczaj obciazenie przykladane
jest stopniowo, od zera do wartosci maksymalnej, wiec
wyboczenie pojawi sie przy pierwszej mozliwej sile
krytycznej

@ wyzsze postacie wyboczenia moga mieé znaczenie przy
obcigzeniach dynamicznych, gdy obciazenie przykladane
jest w sposdb nagly
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anie preta prostego | Obciazenie krytyczne — réownanie Eulera

Wplyw sposobu utwierdzenia

@ stosujac podejscie Eulera mozna rozwiazaé¢ zagadnienie
stateczno$ci pretéw o réznych podparciach. Ogélne
wyrazenie na najnizsza sile krytyczna ma postacé

a) |F b) |F c) |F d) |F e) |F

\
1
I
1
1

1

|

[

=~
L
X
- _ =
== 77777
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!
/
n=2 p=1 3 1=0,7 #=0,5 #=0,5 5
777
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Sciskanie preta prostego | Obciazenie krytyczne — réwnanie Eulera

Kontrolowanie statecznosci

e przeanalizujmy wyrazenie na obcigzenie krytyczne

e w przewazajacej wiekszosci przypadkéw konstrukeji, na
etapie projektowania prébuje sie albo uniknaé utraty
statecznosci, albo zwigkszy¢ maksymalnie warto$é¢
obciazenia krytycznego

@ zgodnie z powyzsza zaleznoscia, najbardziej efektywnym
sposobem zwigkszenia sily krytycznej jest zmniejszenie
dtugosci [ preta lub ewentualna zmiana sposobu
podparcia p — likwidacja przegubu

@ innym sposobem jest zmiana ksztaltu przekroju
poprzecznego — zwiekszenie momentu bezwladnosci I,

Poznan, 2025 Wytrzymalosé materialow 33/45



Sciskanie preta prostego = Obciazenie krytyczne — réwnanie Eulera

Kontrolowanie statecznosci

o przykladem elementu, ktéry moze ulec wyboczeniu jest
dluga sprezyna
@ ponizej przedstawiono sposoby zwiekszenia jej
statecznoS$ci
o wydluzenie czesci prowadzacej — usuniecie przegubu (a)
e prowadzenie w polowie dlugosci — dodatkowa podpora (b)
o zastapienie jednej dlugiej sprezyny dwoma kréotszymi —
zmniejszenie dlugosci (c)
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Sciskanie preta prostego = Obciazenie krytyczne — réwnanie Eulera

Kontrolowanie statecznosci

e w przypadku pretéow o przekroju okraglym kierunku
wyboczenia nie da sie przewidzieé

e w przypadku innych przekroi pierwsza postac
wyboczenia bedzie wynikata
z kierunku, dla ktérego
moment bezwladnosci
jest najmniejszy

\
N
&\x&m% -
\
N

RARSS
8

E'=267kN E’=106kN E'=139kN
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Sciskanie preta prostego | Obciazenie krytyczne — réwnanie Eulera

Obciazenie krytyczne — rozwiazanie dokladne

Wyboczenie sprezyste

e w rozwiazaniu Eulera przyjmuje sie przyblizone
wyrazenie na krzywizne preta, co daje réwnanie

v+ k20 =0

i przyblizone rozwigzanie problemu
@ rozwiazanie dokladne otrzyma sie rozwigzuja réwnanie

vl/

2.,
(1+(v’)2)3/2 +kv=0

w ktérym uwzglednia sie pelne wyrazenie na krzywizne
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Sciskanie preta prostego | Obciazenie krytyczne — réwnanie Eulera

Nieliniowa analiza statecznosci

Sciezka r6wnowagi

e rozwiazanie dokladne pozwala uzyskac tzw. Sciezke
réwnowagi, ktéra jest wykresem przedstawiajacym
zalezno§¢ przemieszczenia wybranego punktu
konstrukeji od wartosci obciazenia

@ otrzymujemy zatem pelna informacje co dzieje sie
z konstrukcja w obszarze dokrytycznym w punkcie
krytycznym raz w obszarze zakrytycznym, czyli po
utracie statecznosci

e ze Sciezki r6wnowagi mozemy wiec odczytaé, czy
réwnowaga ukladu po utracie statecznosci jest stateczna
czy niestateczna
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Sciskanie preta prostego | Obciazenie krytyczne — réwnanie Eulera

Nieliniowa analiza statecznosci

Sciezka r6wnowagi

@ pojedyncza Sciezke rownowagi dla preta Sciskanego
przedstawiono na rysunku a); po utracie statecznosci
pret ugina sie, a obciazenie rosnie; oznacza to, ze Sciezka
réwnowagi jest stateczna — do zwiekszenia ugiecia
wymagane jest zwiekszenie obciazenia

@ rozwigzanie dokladne dla trzech b)
pierwszych postaci wyboczenia N
przedstawiono na rysunku b)
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Sciskanie preta prostego | Obciazenie krytyczne — réwnanie Eulera

Nieliniowa analiza statecznosci

Prety rzeczywiste

o do tej pory zakladaliSmy, ze pret jest idealnie prosty,
a sila przylozona jest w osi preta
e w rzeczywistych konstrukcjach zawsze pojawiaja sie
niedoskonatosci (imperfekcje) zaburzajace stan idealny;
sa nimi
o niedoskonalosci geometryczne — skrzywienie preta
wynikajace z procesu produkcji; wstepne ugiecie
powstale przy montazu
e niedoskonalosci warunkéw brzegowych — mimos$rodowo
przyltozona sila; mimosrodowe podparcie
e niedoskonalosci materialowe — niejednorodnosé lub
niecigglosé materialu

o wszystkie powyzsze czynniki wplywaja na zjawisko
utraty statecznosci
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Sciskanie preta prostego | Obciazenie krytyczne — réwnanie Eulera

Nieliniowa analiza statecznosci

Prety rzeczywiste

@ wplyw mimosrodowego przylozenia sily oraz wstepnego
ugiecia preta mozna okresli¢ rozwiazujac ponizsze
zagadnienia

R — "

-
AN Y i

@ w obu przypadkach, co wida¢ nawet bez rozwigzywania
zagadnienia, pret bedzie sie uginal od samego poczatku

e stopien tego ugiecia bedzie zalezal od wielko$ci
niedoskonatosci poczatkowych
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Nieliniowa analiza statecznosci

Prety rzeczywiste

@ ponizej przedstawiono typowe $ciezki réwnowagi dla
preta z niedoskonalo$ciami

e widac, ze Sciezki rownowagi
odbiegaja od rozwigzana
analitycznego tym bardziej,
im wieksza jest niedoskonatos¢ | __—_==——T
poczatkowa

rozwigzanie analityczne
nieliniowe

Tozwigzanie analityczne
liniowe - Euler

zachowanie preta
rzeczywistego
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Obciazenie krytyczne — wyboczenie sprezyste

Przyktad

Wyznaczy¢ wartos¢ obciazenia krytycznego przedstawionego na
rysunku. Rozpatrzyé trzy rézne przekroje poprzeczne przy

zalozeniu, ze masa pozostaje niezmienna.
@ r; =20 mm
@ ro = 30 mm F ;
@ r3 = 36 mm

@ r, = 200,5 mm L \ |
@ ¢t=1mm | w
@ [ =3000 mm l’
o E = 200000 MPa o %
[
V
1=0,7

Poznan, 2025 Wytrzymalosé materialow 42/45



Obciazenie krytyczne — r6wnanie Eulera

Sciskanie preta prostego
Obciazenie krytyczne — wyboczenie sprezyste

Przyklad — rozwiazanie

;-

u=0,7 E'=56A4kN| [E'=304,8 kN E"=706 kN
E'=562kN{| E"=305,7 kN E'=11334 kN
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Obciazenie krytyczne — wyboczenie sprezyste

Zwigkszanie sztywnosci

@ sztywno$c elementéw smuklych mozna zwigkszyé
wprowadzajac modyfikacje ich geometrii
e modyfikacje te czesto sa wynikiem obserwacji natury
e rura cienko$cienna wypelniona lekka pianka
e rura cienkos$cienna z zebrami
e rura z materialu porowatego
e cibora papirusowa — przekréj tréjkatny
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Obciazenie krytyczne — wyboczenie sprezyste

Zwigkszanie sztywnosci

—c -

usztywnienie w postaci przepony

F \ [ AR

usztywnienie w postaci zeber
E"™367,2 kN

usztywnienie w postaci pianki
stalowej F'2309,1 kN

E"2304,8 kN
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