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Prosty stan naprezen | Jednoosiowy (liniowy) stan naprezen
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Prosty stan naprezen Jednoosiowy (liniowy) stan naprezen

Jednoosiowy stan naprezen

@ jednoosiowy stan naprezen do taki, w ktérym
naprezenia pojawiaja sie tylko w wzdluz jednej osi;
przykladem jest jednoosiowe rozciaganie
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Prosty stan naprezen | Jednoosiowy (liniowy) stan naprezen

Jednoosiowy stan naprezen

@ w dowolnym przekroju prostopadtym do osi wystepuja
dwie skladowe naprezen o, i 7,
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Prosty stan naprezern | Naprezenia i kierunki gléwne
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Naprezenia i kierunki gléwne

Stan naprezen w punkcie

og6l naprezen dzialajacych na wszystkich mozliwych
plaszczyznach przechodzacych przez dany punkt

W jednoosiowym stanie naprezen (czyste rozciaganie)
rozklad naprezen w dowolnym przekroju jest taki sam i jest
jednorodny — naprezenia sa takie same w kazdym punkcie
przekroju.
Oo = 0x OS2 (v
{ Ta = 0,50, sin 2a
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Prosty stan naprezern | Naprezenia i kierunki gléwne

Analiza stanu naprezen

W ogélnym przypadku obciazenia, naprezenia w kazdym
punkcie sa inne, a ich rozklad na danym przekroju
nieréwnomierny.

W takim przypadku, chcac analizowaé stan naprezen
w dowolnym punkcie K wycina sie wokol niego myslowo
prostopadloscian o nieskonczenie matych wymiarach

dx,dy,dz.
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Prosty stan naprezern | Naprezenia i kierunki gléwne

Analiza stanu naprezen

e w kazdym punkcie obciazonego elementu
konstrukcyjnego mozna wskazac trzy wzajemnie
prostopadtle plaszczyzny, na ktérych nie pojawiaja sie
naprezenia styczne
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y stan naprezenn = Naprezenia i kierunki gléwne

Analiza stanu naprezen

e plaszczyzny glowne — plaszczyzny, na ktérych nie
dzialaja naprezenia styczne

@ naprezenia gléwne — naprezenia dzialajace na
plaszczyznach glownych (dwa z nich maja wartosci
ekstremalne)

@ oznaczanie naprezen gléwnych — o1 > o9 > o3
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Zlozone stany naprezeri =~ Dwuosiowy (plaski) stan naprezen
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Zlozone stany naprezeri =~ Dwuosiowy (plaski) stan naprezen

Dwuosiowy stan naprezen

@ na jednej z par Scianek réwnoleglych nie pojawiaja sie
naprezenia (o3 = 0)
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Zlozone stany naprezeri =~ Dwuosiowy (plaski) stan naprezen

Dwuosiowy stan naprezen

Oznaczania naprezen i konwencja znakow

@ w ogélnym przypadku na Sciankach réwnolegtoboku
pojawiaja sie naprezenia normalne i styczne (np.
§rodnik zginanego dwuteownika)

W
4oy
Tyx
—
I
: 1°
Oy i I | Oy
- ——-i | - X=
|
Tx v [
P Smmm—
Tyx
|

Poznan, 2025 Wytrzymalosé materiatow IT 13/38



Zlozone stany naprezeri =~ Dwuosiowy (plaski) stan naprezen

Dwuosiowy stan naprezen

Rozpatrujac réwnowage fragmentu odcietego plaszczyzna
nachylona pod katem 90° + « otrzymamy

_O'x+0'y Ox — Oy
2 + 2

O—x_o-y

cos 20 + Tyy sin 2av

sin 2av + Tyy cos 2«
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Zlozone stany naprezeri =~ Dwuosiowy (plaski) stan naprezen

Dwuosiowy stan naprezen

@ powyzsze réwnania pozwalaja na wyznaczenie naprezen
normalnych i stycznych na Sciankach elementu
obréconego wzgledem badanego punktu o kat «

e znajdujace sie¢ w rownaniach funkcje trygonometryczne
sa funkcjami kata 2a, a ich okresem jest 7

Ox

= * |7 oy
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Zlozone stany naprezeri =~ Dwuosiowy (plaski) stan naprezen

Dwuosiowy stan naprezen

e zatem ich wartosci dla kata wiekszego o /2 beda takie
same, ale znak bedzie przeciwny

e zapiszmy zatem zalezno$¢ na naprezenia na Sciance
nachylonej pod katem « i na $ciance do niej
prostopadtej, czyli dla « + 90°

Ox +0y Oy — 0y
2 2

O, + O Ox — O. k
Oat900 = x2 DA x2 2 cos 20 — Ty sin 20

Oo = oS 2ax + Tyy sin 20
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Zlozone stany naprezeri =~ Dwuosiowy (plaski) stan naprezen

Dwuosiowy stan naprezen

e sumujac oba réwnania otrzymamy
Oa + 0a+490° = Ox + 0y

@ zatem suma naprezen na dwéch dowolnych
prostopadlych Sciankach jest stala i rowna sumie
naprezen w analizowanym punkcie

@ oznacza to, ze jesli wraz ze zmiana kata jedno z
naprezen wzrasta, drugie maleje

@ istnieje zatem taki stan, w ktérym naprezenie na jedne;j
ze Scianek osigga warto$¢ maksymalna, a na drugiej
minimalng
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Zlozone stany naprezeri =~ Dwuosiowy (plaski) stan naprezen

Dwuosiowy stan naprezen

o warto$¢ naprezen ekstremalnych okreslimy
przyréwnujac ich pochodna do zera; pochodna naprezen

normalnych jest réwna

do, Oy — Oy .
da 2 (—xzy sin 2 + Ty cosZa)

@ z wyrazenia na naprezenia styczne wiemy, ze

Ox — O

Txy COS 200 = T¢, + %
@ co ostatecznie daje

do,

da
e przyréwnanie tej pochodnej do zera pozwala stwierdzic,

ze na powierzchniach, na ktorych dzialaja naprezenia

ekstremalne nie ma naprezen stycznych

sin 2«

= 27,
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Zlozone stany naprezeri =~ Dwuosiowy (plaski) stan naprezen

Dwuosiowy stan naprezen

@ wracajac do wyrazenia na pochodna naprezen
normalnych i przyréwnujac ja do zera otrzymamy kat
nachylenia naprezen gtéwnych

2

tan 2ag = s

Ox — Oy

@ po odpowiednich przeksztalcenia wartos$ci naprezen

gléwnych mozna wyznaczy¢ z zaleznosci

Ox + Oy

1
T12= g + Q\/(Ux —oy)? + 47'x2y

gdzie o1 — naprezenia maksymalne, oo — naprezenia minimalne
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Zlozone stany naprezeri =~ Dwuosiowy (plaski) stan naprezen

Dwuosiowy stan naprezen

Maksymalne naprezenia styczne

e rozpatrzmy teraz przypadek, gdy naprezenia gtéwne sa
zgodnie z osiami ukladu wspélrzednych, to znaczy
ox = 01, 0y = 02; mamy wtedy réwniez 7,, = 0

@ wyrazenia na naprezenia na sciankach pochylonych

przyjma wtedy postac
o _ oLt os 9192 0s2a
) 2
01— 02 .
= ———"5in2
Ta g sin2a

e z drugiego réwnania wida¢é, ze najwieksze naprezenia
styczne pojawia sie dla konta o = —45°; ich wartosc to

01— 09
Tmax = T
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Zlozone stany naprezeri =~ Dwuosiowy (plaski) stan naprezen

Dwuosiowy stan naprezen

Maksymalne naprezenia styczne

e podstawiajac tu naprezenia gléwne otrzymamy

1
Tmax = 5\/(% —oy)2 4472

@ szczegbélnym przypadkiem jest taki, w ktorym w jednym
kierunku dzialaja naprezenia rozciagajace réwne o, a w
drugim $ciskajace, rowne —o; mamy wtedy do czynienia

z przypadkiem czystego $cinania y

op—o02 o0—(—0) o=—0

Tmax = = =0

2 2 1 \use

e stan taki pojawia sie na Y \
powierzchni walu skrecanego
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Zlozone stany naprezeri =~ Dwuosiowy (plaski) stan naprezen

Dwuosiowy stan naprezen
Trajektorie naprezen

Trajektorie naprezen glownych

linie, dla ktérych styczna w kazdym punkcie jest zgodna
z kierunkiem naprezen gtéwnych w tym punkcie

@ znajomos¢ trajektorii naprezen gltéwnych pozwala
racjonalnie ksztaltowac elementy konstrukcyjne

e materialy kompozytowe pozwalaja na wzmocnienie
elementu konstrukcyjnego poprzez ulozenie wiékien
wzdhuz trajektorii maksymalnych naprezen gléwnych
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Zlozone stany naprezen Dwuosiowy (plaski) stan naprezen

Dwuosiowy stan naprezen

Trajektorie naprezen

Trajektorie naprezen gléwnych w belce poddane;j
tréjpunktowemu zginaniu
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Zlozone stany naprezeri =~ Dwuosiowy (plaski) stan naprezen

Dwuosiowy stan naprezen

Prawo Hooke’a

W plaskim stanie naprezen deformacja zachodzi w dwéch
kierunkach. Odksztalcenia w obu kierunkach powiazane sa
wspolczynnikiem Poissona
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Zlozone stany naprezeri =~ Dwuosiowy (plaski) stan naprezen

Dwuosiowy stan naprezen

Prawo Hooke’a

W plaskim stanie naprezen deformacja zachodzi w dwéch
kierunkach. Odksztalcenia w obu kierunkach powiazane sa
wspolczynnikiem Poissona
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Zlozone stany naprezen Tréjosiowy (przestrzenny) stan naprezen
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Zlozone stany naprezen Tréjosiowy (przestrzenny) stan naprezen

Trgjosiowy stan naprezen

e zadania trgjosiowego stanu naprezen rozwiazuje sie
narzedziami teorii sprezystosci
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Wytrzymatosé ztozona | Hipotezy wytrzymalosciowe
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Wytrzymatosé ztozona | Hipotezy wytrzymalosciowe

Hipotezy wytrzymatoSciowe

Graniczny stan naprezen

stan naprezen, przy ktéorym zachodza jakosSciowe zmiany
wlasciwosci mechanicznych materiatu — ptyniecie materialu
plastycznego, pekniecie materiatu kruchego

Bazujac na wynikach eksperymentéow, wszystkie stany
graniczne mozna podzieli¢ na typy:

@ kruche rozerwanie,
@ kruche Sciecie,

@ plyniecie plastyczne.
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Wytrzymatosé ztozona | Hipotezy wytrzymalosciowe

Hipotezy wytrzymatoSciowe

Rozwiazywanie zagadnien wytrzymalosci materialéw polega
na poréwnaniu naprezen wystepujacych w konstrukeji
z naprezeniami dopuszczalnymi

Omax < Odop

® Omax — Wyznaczone z modelu matematycznego

® 040p — Wyznaczone w eksperymencie

W przypadku jednoosiowego rozciagania lub Sciskania
mozna jednoznacznie okresli¢ naprezenia powodujace
zniszczenie

o dla materialéw plastycznych — R,
e dla materiatéw kruchych — R,,
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Wytrzymatosé ztozona | Hipotezy wytrzymalosciowe

Hipotezy wytrzymatoSciowe

W przypadku zlozonego stanu naprezen nie jest mozliwe
eksperymentalne okreslenie wartosci sktadowych naprezen
prowadzacych do zniszczenia.

Formutuje sie hipotezy wytrzymatosciowe — hipotezy
dotyczace mechanizméw, przyczyn i warunkow pojawienia
sie stanu granicznego.

Hipotezy wytrzymato$ciowe pozwalaja na sprowadzenie
zlozonego stanu naprezenia do jednoosiowego rozciagania. J

Ozast = f(01,02,03) < 0qop
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Wytrzymatosé ztozona | Hipotezy wytrzymalosciowe

Hipotezy wytrzymatoSciowe

Hipoteza maksymalnych naprezen normalnych

zniszczenie nastepuje wtedy, gdy jedno z naprezen gtéwnych
osiaga wartos¢ maksymalna

least = % (O‘ + Vo2 + 47'2)

Hipoteza najwiekszych odksztalcen

zniszczenie nastepuje wtedy, gdy maksymalne odksztalcenie
osiaga wartos¢ okreslona w probie rozciagania

1- 1
ngst = Yo+ v (\/ o2+ 47'2)

2 2

\
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Wytrzymatosé ztozona | Hipotezy wytrzymalosciowe

Hipotezy wytrzymatoSciowe

Teoria maksymalnych naprezen stycznych

material przechodzi w stan plastyczny, gdy maksymalne
naprezenie styczne osiagnie pewna graniczna wartosc,
charakterystyczna dla tego materiatu

Jgfst =Vo2+472

Hipoteza energetyczna

material przechodzi w stan plastyczny, gdy gesto$¢ energii
odksztalcenia postaciowego osiaga pewna graniczng wartoS¢,
charakterystyczna dla tego materiatu

oV, =\o?+3r2
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Wytrzymatosé ztozona | Hipotezy wytrzymalosciowe

Hipotezy wytrzymatoSciowe

e w skrajnym przypadku, naprezenia zastepcze sa réwne
naprezeniom uplastyczniajacym

@ zgodnie z hipoteza Hubera-von Misesa mozna zapisaé

Ozast = V024372 =R,

@ jesli rozpatrzymy przypadek czystego $cinania, czyli
o = 0, to z powyzszego otrzymamy

R
= ﬁ ~ 0,577R,

e eksperymenty potwierdzaja, ze uplastycznienie przy
czystym $cinaniu pojawia sie dla 7 = (0,56...0,6)R,
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Wytrzymatosé ztozona = Rozwiazywanie zadan wytrzymalosci zlozonej
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Wytrzymatosé ztozona = Rozwiazywanie zadan wytrzymalosci zlozonej

Rozwiagzywanie zadan wytrzymatosci ztozone;j

@ Sporzadzamy wykresy wszystkich sil wewnetrznych
1 wybieramy przekroje niebezpieczne

© Przeprowadzamy obliczenia wytrzymalo$ciowe
uwzgledniajac jedynie momenty gnace i skrecajace.

© Za pomoca wybranej hipotezy wytrzymalo$ciowej
wyznaczamy przekroéj preta.
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Wytrzymatosé ztozona = Rozwiazywanie zadan wytrzymalosci zlozonej

Rozwiazywanie zadan wytrzymatosci ztozone;j

Przyklad 1 [Steif, 2012]

Sporzadzi¢ wykresy sit wewnetrznych w obu czesciach
wspornika. Wskazaé przekroje niebezpieczne.
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Wytrzymatosé ztozona = Rozwiazywanie zadan wytrzymalosci zlozonej

Rozwiazywaniep zadan wytrzymatosci zlozone;j
Przyktad 2

Sporzadzi¢ wykresy sit wewnetrznych w wybranych pretach.
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