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Zagadnienia zlozone Belki z sila osiowa

Belki z obcigzeniem osiowym

e w przypadku osiowego rozciagania zakladaliSémy, ze sila
przyltozona jest w osi preta i dziala wzdluz tej osi

e dzigki temu na calej dlugosci preta naprezenia byty
takie same, a ich rozklad byt
réwnomierny na calym 'T‘”"
przekroju poprzecznym |

@ co sie jednak stanie, jesli warunek |
osiowosci nie bedzie spelniony?

Poznan, 2025 Wytrzymalosé materiatow IT

4/41



Zagadnienia zlozone Belki z sila osiowa

Belki z obcigzeniem osiowym

e w takim przypadku bedziemy mieli do czynienia z belka
zginana, obciazona dodatkowo silg osiowa

e mozliwe sa dwa przypadki prowadzace do takiej sytuacji

e sila rozciagajaca przylozona w osi, ale obrécona
o kat o (a)
e sila dzialajaca wzdluz osi preta, ale przylozona
mimos$rodowo, z mimos$rodem e (b)
@ w obu przypadkach model obciazenia bedzie sie skladatl
z dwéch sil przylozonych

. a) F
t
W 0Sl1 preta 4|I V/(g

| X

b)

Y™
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Zagadnienia zlozone Belki z sila osiowa

Belki z obcigzeniem osiowym

@ rozpatrzmy pierwszy przypadek; sila obciazajaca
rozklada sie na dwie skladowe
e poziomag F, = F cosa
e pionowa F, = Fsina
@ mamy zatem do czynienia ze zlozonym stanem obciazen;
pret obciazony jest
e momentem gnacym M generowanym przez
sile poprzeczna F)
e oraz sila rozciagajaca N generowang przez
sile normalng F,

!
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Zagadnienia zlozone Belki z sila osiowa

Belki z obcigzeniem osiowym

@ oba obcigzenia mozemy rozpatrzyé osobno i przygotowaé
dla nich wykresy sit wewnetrznych
@ w dowolnym przekroju belki, oddalonym o x od jej
lewego konca, dzialaja dwie sily wewnetrzne
e normalna N = F cos
e moment gnacy M = F'sina x

@ obie te sily generuja

naprezenia normalne ’ ‘ Fsha
N —
@ ON X } [
My —__
S M= | =
|
W B
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Zagadnienia zlozone Belki z sila osiowa

Belki z obcigzeniem osiowym

@ naprezenia normalne, pochodzace od réznych
sktadowych obciazen, mozna do siebie dodawac

@ mamy wiec

N M

oc=0on+oy= A £ T

@ nalezy uwazaé na znaki poszczegdlnych sktadowych;
w tym przypadku naprezenie normalne jest dodatnie,
poniewaz sila normalna jest rozciagajaca; natomiast
naprezenia gnace zawsze sg dodatnie na jednej
powierzchni zewnetrznej i ujemne na drugiej; znak
nalezy ustali¢ analizujac ugiecie belki
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Zagadnienia zlozone Belki z sila osiowa

Belki z obcigzeniem osiowym

zobaczmy, jak beda wygladaly rozklady naprezen dla
wybranych przekroi belki
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Zagadnienia zlozone Belki z sila osiowa

Belki z obcigzeniem osiowym

e widacé, ze naprezenia od sitly normalnej sg takie same
dla kazdego przekroju

@ naprezenia od zginania wzrastaja od zerowych dlax = 0
do maksymalnych dla x =/

e rozklad naprezen caltkowitych jest suma geometryczna
obu sktadowych naprezen

e rozklad ten pochyla sie coraz bardziej w miare, jak
wzrasta moment gnacy

@ w dolnej czesci belki naprezenia sa caly czas dodatnie,
natomiast w gérnej wartos§¢ naprezen zaczyna male¢,
a przy podporze maja juz znak ujemy

e to, czy naprezenia zmienia znak na ujemny zalezy od
proporcji naprezen od rozciagania i zginania
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Zagadnienia zlozone Belki z sila osiowa

Belki z obcigzeniem osiowym

@ analiza wytrzymalo$ci preta w zlozonym stanie obciazen
polega na znalezieniu przekroju, w ktérym sumaryczne
naprezenia sa najwieksze i dla tego przekroju zapisuje
sie warunek wytrzymalo$ciowy

e w tym przypadku najwieksze naprezenia pojawia sie
przy podporze i beda to naprezenia rozciagajace w dolnej
czesci belki

@ przyjmijmy, ze pret ma przekréj prostokatny
0 wysokosci A i szerokosci b

@ naprezenia beda zatem mialy wartosé

. h
B ) B Jr%_FCOSOerFsmalQ
CTONTOM= I~ bh bh3

12
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Zagadnienia zlozone Belki z sila osiowa

Belki z obcigzeniem osiowym

e ostatecznie otrzymujemy

Fcosa 6Fsinal
= +

g =

bh bh?
e wstawiajac w powyzszym wyrazeniu ,,—” zamiast ,+”
otrzymamy warto$¢ naprezen na gérnej powierzchni

belki

e widac, ze podstawiaja o = 0° otrzymamy zalezno$é na
naprezenia przy czystym rozcigganiu; natomiast, gdy
a = 90° mamy do czynienia ze zginaniem

e aby zbada¢ wplyw kata o na warto$é naprezen
przeliczmy prosty przyktad
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Zagadnienia zlozone Belki z sila osiowa

Belki z obcigzeniem osiowym

@ przyjmijmy nastepujace wartosci liczbowe

e F =15[kN] 300 ‘
o I =500 [mm] £ 50 D
e b =30 [mm] ©
o h =20 [mm] 20 Pz
150
o z wykresu widagé, 100 —o
ze naprezenia réwne sol_ g
25 MPa dla czystego

rozciagania, zwieksza % 05 1 15 2 25 3 35 4 Ao
sie do 276 MPa, jezeli sila obréci sie zaledwie o 4°

@ jest to dowdd na to, jak wazna jest dokladnos¢ montazu
lub z innej strony jak wazne jest dobranie wlasciwego
wspolezynnika bezpieczenstwa
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Zagadnienia zlozone Belki z sila osiowa

Belki z obcigzeniem osiowym

e rozpatrzmy drugi przypadek; sita przylozona
mimosrodowo jest rownowazna
e sile rozciagajacej F'
e momentowi gnacemu M = Fe
e zatem tu ré6wniez mamy czynienia ze zlozonym staniem
obciazen

y

=
SNV
Ty
=

Poznan, 2025 Wytrzymalosé materiatow IT 14/41



Zagadnienia zlozone Belki z sila osiowa

Belki z obcigzeniem osiowym

@ oba obciazenia mozemy rozpatrzy¢ osobno i przygotowacé
dla nich wykresy sit wewnetrznych
e w tym przypadku obie sily sa state na calej dlugosci
belki
e normalna N = F
e moment gnacy M = Fe

@ obie te sily generuja _/
naprezenia normalne — =
N _F R
@ ON = Z = Z /
My  Fey S — [
CoM=T =
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Zagadnienia zlozone Belki z sila osiowa

Belki z obcigzeniem osiowym

@ poniewaz obie sily wewnetrzne sa
stale na dlugosci belki,
rozklad naprezen na przekroju >
bedzie taki sam dla kazdego punku ‘ '
belki — dla kazdego x ———

@ warto$¢ naprezen to P 5/
- 7
F , Fe L
J:JN—I—JM:XiTy

@ znak plus odpowiada
naprezeniom maksymalnym '
(na gérnej powierzchni);
znak minus naprezeniom - 7
na dolnej powierzchni
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Zagadnienia zlozone Belki z sila osiowa

Belki z obcigzeniem osiowym

e sprawdzmy, jak mimosréd wpltywa na zmiane wartosci
naprezen; dane takie same jak poprzednio

o F =15[kN] 10— {
e [ =500 [mm] E 90— Oy 1
o b =30[mm] 2 80" 5
e h =20 [mm] ;g
o warto$¢ naprezen 50
wyznaczymy ;‘g*
z zalezno$ci 20
F  6Fe 10
0= 331375 % 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
bh = bh? emm]

e widacd, ze przesuniecie sity na krawedz belki zwiekszy
naprezenia z 25 do 100 MPa
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Zagadnienia zlozone Belki z sila osiowa

Belki z obcigzeniem osiowym

@ w zaleznosci od proporcji obu skladnikéw naprezenia w
precie moze pojawié sie plaszczyzna obojetna

@ jej polozenie mozna wyznaczy¢ przyrownujac wyrazenie
na naprezeni do zera

£+12Fey_0 R __Lz
bh | BR3 YT T 1%

e dla naszego przykladu, jesli site przyltozymy do krawedzi
przekroju, e = 10 mm, o$ obojetna bedzie polozona
3,3 mm ponizej osi preta
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Zagadnienia zlozone
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Zagadnienia zlozone | Zginanie ukosne

Zginanie ukosne

@ do tej pory rozpatrywalismy belki w stanie plaskiego
zginania

@ oznacza to, ze wszystkie sily poprzeczne przylozone byly
w jednej plaszczyznie a wektory momentéw w
plaszczyznie do niej prostopadlej

o w tej samej plaszczyznie nastepowalo ugiecie belki; byta
to plaszczyzna symetrii

plaszczyzna

e teraz rozpatrzymy przypadek,
gdy sila obciazajaca przylozona
jest w plaszczyznie
nachylonej do plaszczyzny
symetrii belki
pod katem o

symetrii belki
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Zagadnienia zlozone | Zginanie ukosne

Zginanie ukosne

@ obciazenie takie pojawia sie w przypadku, gdy belka jest
obrécona, a obciazenie wynika z sily grawitacji
(konstrukecja dachu) lub gdy obciazenie moze zmieniaé
swoij kierunek (wahajace sie obciazenie suwnicy)
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Zagadnienia zlozone | Zginanie ukosne

Zginanie ukosne

o jesli sila zginajaca nie lezy w plaszczyznie symetrii
belki, mamy do czynienia ze zginaniem ukosnym

e jak latwo zauwazy¢, zginanie uko$ne to superpozycja
dwéch przypadkéw zginania ptaskiego, pojawiajacych
sie w dwdch wzajemnie prostopadlych ptaszczyznach

Mt
EA AF

Z Ech
b
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Zagadnienia zlozone

Zginanie ukosne

Zginanie ukosne

@ zanim zaczniemy analize zagadnienia przypomnijmy

konwencje znakéw

@ dodatni znak momentu okreslamy korzystajac z reguty
prawej dloni — kciuk wskazuje kierunek wektora,

a zgiete palce kierunek
obracania sie przekroju

Poznan, 2025
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Zagadnienia zlozone | Zginanie ukosne

Zginanie ukosne

e wektor momentu M jest prostopadly do wektora sity F

e kazde ze sktadowych sily F' wywola moment sktadowy
momentu M

e na koncu belki bedziemy mieli

o M,=F,l
° Mz:Fyl y y
‘&/F EA F
q T
o 2
z z A/[z E
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Zagadnienia zlozone | Zginanie ukosne

Zginanie ukosne

e zadanie jakie przed nami stoi polega na
e znalezieniu zalezno$ci pozwalajacej wyznaczy¢ wartosci
naprezen w przypadku zginania uko$nego
e znalezieniu polozenia osi obojetne;j
e w naszym przypadku naprezenia wypadkowe o, beda
suma naprezen wywolanych momentem gnacym M,
i momentem M,
Ox = afcwy + afyz
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Zagadnienia zlozone | Zginanie ukosne

Zginanie ukosne

@ sprobujmy zdefiniowaé naprezenia od poszczegoélnych
momentow

e z zagadnienia zginania plaskiego wiemy, ze naprezenia
zginajace wyraza sie wzorem

g = —/

I

@ mozna ta zalezno$¢ wykorzystaé, poniewaz mamy do
czynienia z superpozycja dwoch zagadnien plaskich;
nalezy jedynie uwazaé na indeksy
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Zagadnienia zlozone | Zginanie ukosne

Zginanie ukosne

@ naprezenia zdefiniujemy dla elementarnego wycinka dA

@ naprezenia wywolane momentem M, beda réwne:
moment M,, pomnozony przez odlegtos¢ od osi obojetnej,
w tym przypadku osia jest o$ y, wiec odleglosé bedzie
réwna z, podzielony przez moment bezwladno$ci
wzgledem osi obojetnej, czyli I,

M M,z
Oy’ = —Ij”
e podobnie : 2 ‘}
/’.\
M.y ¥
O'DJCMZ = I: | I
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Zagadnienia zlozone | Zginanie ukosne

Zginanie ukosne

e widaé, ze kazdy z dwéch momentéw moze mie¢ znak
dodatni lub ujemy w zaleznosci od tego, w ktérym
miejscu zdefiniowany jest wycinek dA

@ w naszym przypadku bedziemy mieli
M,z M,y

Oy =

1, I

@ od proporcji sktadowych naprezen, czyli proporcji
momentow, zalezy polozenie osi obojetnej

e dla M, = 0 osia obojetna bedzie oS y;
dla M, = 0 bedzie to o$ z
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Zagadnienia zlozone | Zginanie ukosne

Zginanie ukosne

@ o$ obojetna znajduje sie przyréwnujac do zera wyrazenie
na naprezenia

M, M,
Y, Ey— 0
L° LY
@ otrzymujemy zatem
M,I,
= 1
YT M, ()

@ z rownania wida¢, ze o$ obojetna przechodzi przez
$rodek ciezko$ci przekroju; podstawiajac z = 0
otrzymamyy = 0

e aby wyznaczy¢ o$ obojetna wystarczy teraz wybraé
drugi, dowolny punkt o wspétrzednej zg i wyliczyé
wspolrzedna y
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Zagadnienia zlozone | Zginanie ukosne

Zginanie ukosne

@ sprobujmy znalezé zaleznos¢ katowa miedzy
plaszczyzna dzialania sity F i plaszczyzna obojetna

@ z réwnania (1) mamy yh
o _ MyIz 0$ ob _]@t;la i
20 M, A +\/
M
. My, 2
@ z rysunku mozemy b /
odczytaé, ze S af
M ’ : 0
Yo y
— =tgforaz — =1t
o gl M, e

@ otrzymujemy zatem zaleznos¢
I
tgl = Ztga
I,
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Zagadnienia zlozone | Zginanie ukosne

Zginanie ukosne

e widac zatem, ze plaszczyzna obojetna nie jest
prostopadla do plaszczyzny dzialajacej sily
@ mozemy tez wskazac przypadki szczegélne
o dla o = 0° lub o = 180° 0$ z jest osia obojetna
o dla o = +90° 0§ y jest osig obojetna

o dla I, = I, oba katy sa réwne, czyli u
plaszczyzna obojetna jest prostopadia Y=
do plaszczyzny dzialajacej sily; /T
ma to miejsce np. dla przekroju
kwadratowego ﬁ/

z

0§ obojetna
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Zagadnienia zlozone | Zginanie ukosne

Zginanie ukos$ne

Przyktad

Wyznaczyé wartosé maksymalnych naprezen w belce
dwuteowej przy zalozeniu, ze:

@ 0§y belki jest pionowa,
@ 0§y jest odchylona od pionu o kat oo = 1°.

Warto$¢ obciazenia przyjaé F = 2 kN. Momenty
bezwladnosci przekroju odczytano z katalogu producenta
1 umieszczono na rysunku.

L= 21400000 mm* g
1,= 1170000 mm*

4000
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Zagadnienia zlozone | Zginanie ukosne

Zginanie ukos$ne

Przyktad

o dla pierwszego wariantu, gdy oS y jest osig pionowa
wystarczy skorzystac z formuly dla plaskiego zginania

M Zmaxy

Omax =
I,

e aby znalez¢ maksymalny moment gnacy dzialajacy
w belce nalezy przygotowac wykres sil wewnetrznych

e w przypadku zginania pojawiaja sie dwie sily
wewnetrzne — moment gnacy M i sita poprzeczna T
te druga sile pominiemy, poniewaz belka jest
wystarczajaco dluga i wplyw sily poprzecznej mozna
pominac (proponuje sprawdzié)
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Zagadnienia zlozone | Zginanie ukosne

Zginanie ukos$ne

Przyktad

o dla belki wspornikowej, obciazonej na koncu silta
poprzeczna, rozkltad momentu gnacego ma ksztalt
tréjkata; maksymalny moment pojawia sie
w utwierdzeniu i jest rowny M, = Fl

@ mamy zatem

~ Fly 2000 N - 4000 mm - 100 mm
Omax = T = 21400000 mm?

Omazx = 37,4 MPa

W)\ | &
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Zagadnienia zlozone | Zginanie ukosne

Zginanie ukos$ne

Przyktad

e rozklad naprezen na przekroju jest symetryczny, jak na
przedstawionym rysunku

e naprezenia maksymalne pojawiaja sie na gornej i dolne
powierzchni swobodnej belki

@ ich wartosci sa takie same, inne sa znaki: na goérze sa to
naprezenia rozciagajace (+),
na dole Sciskajace (—)

y
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Zagadnienia zlozone | Zginanie ukosne

Zginanie ukos$ne

Przyktad

e w drugim wariancie zadania o$ pionowa belki jest
obrécona o kat o; rozwiazemy zadanie réwnowazne: sila
obciazajaca bedzie obrécona o kat «

@ przeanalizujmy obciazenie dzialajace na belke; sita
obciazajaca rozdziela sie na dwie skladowe:

e pionowa F, = F cos o generujaca moment M,
e pozioma F, = F'sin a generujaca moment M,

e maksymalne warto$ci momentéw, v
na koncu belki beda réwne 772277777
M, = F cosal = 8000 Nm -
z M
M, = Fsinal = 140 Nm v
M,
J
F, Ly
&a*
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Zagadnienia zlozone | Zginanie ukosne

Zginanie ukos$ne

Przyktad

e znajdZmy polozenie osi obojetnej; znajac kat odchylenia
sily oraz momenty bezwtadnosci mozemy skorzystac
z wyprowadzonej wczesniej zaleznosSci

I 0$ obojetna
tgh = Ftga e
I v
v% Z\
I,
£ = atg <Itga> /3/\
y
e
5_ atg (21400000mm* | N
~ 2%\ 1170000mm? ©

R
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Zagadnienia zlozone | Zginanie ukosne

Zginanie ukos$ne

Przyktad

@ ostatnim etapem bedzie wyznaczenie wartosci naprezen

maksymalnych

@ wiemy, ze warto$Sci maksymalne pojawiaja sie
w punktach najbardziej oddalonych od osi obojetne;j

e w naszym przypadku beda to punkty Ai B
réwno oddalone od osi;
zatem naprezenia beda w nich V

Y

takie same co do wartosci, 17.7°

wyznaczmy naprezenia
. Z \
tylko w punkcie A 0§ obojetna My\

@ wspélrzedne punku A to

y =100 mm iz = 45 mm A
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Zagadnienia zlozone | Zginanie ukosne

Zginanie ukos$ne

Przyktad

@ podstawiajac wszystkie dane otrzymamy wartos$é
naprezen; nalezy pamietaé, aby oba skladniki naprezen
wyrazi¢ z odpowiednim znakiem, analizujac zachowanie
sie belki

@ w naszym przypadku, w punkcie A, zaré6wno naprezenia
od momentu M, jak i M, beda dodatnie
M,z M.,y

Ux:T‘F Iz

B 140000 Nmm - 45mm n 8000000 Nmm - 100 mm
O = 1170000 mm* 21400000 mm*
oy = 42,8 MPa
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Zagadnienia zlozone | Zginanie ukosne

Zginanie ukos$ne

Przyktad

@ pozostaje jedynie narysowaé wykres rozkladu naprezen

e nalezy zauwazy¢, jakie konsekwencje mialo obrécenie
obciazenia (belki) o 1°

@ po pierwsze, 0§ obojetna obrécila sie az o 17,7°

@ po drugie, naprezenia maksymalne wzrosty z 37,4 MPa
do 42,8 MPa, czyli o 14,4%
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Zagadnienia zlozone | Zginanie ukosne

Zginanie ukos$ne

Przyktad

e w przypadku zginania ukosnego wykres naprezen
przedstawia sie czesto tak, aby bylo widoczne, jak
naprezenia zmieniaja sie na poszczegolnych Sciankach;
jest to roztozenie obrazu 3D na plaszczyznie
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