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Belki kompozytowe = Charakterystyka konstrukeji kompozytowych

Konstrukcje kompozytowe

Elementy konstrukcyjne wykonane z wiecej niz jednego
materialu nazywane sa kompozytowymi. Zalicza sie do nich:

@ elementy bimetalowe (a),

d
e rury izolowane (b), )

@ wzmocnione belki drewniane (c,d),

@ laminaty (e).
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Belki kompozytowe = Charakterystyka konstrukeji kompozytowych

Konstrukcje kompozytowe

@ celem tworzenia kompozytéw jest uzyskanie elementu
konstrukcyjnego o duzej wytrzymatosci i sztywnosci, ale
jednocze$nie o malej masie

@ poniewaz powyzszy cel przy$wieca konstruktorom ze
wszystkich branz, kompozyty stosuje sie w przemysle
lotniczym, samochodowym czy sportowym

e uzyskuje sie to dzieki polaczeniu materialéw o skrajnie
réznych wlasciwosciach mechanicznych

e przykladem moze byc¢ kompozyt z wioknem weglowym,
w ktéorym wlékno weglowe przenosi obciazenie a zywica
(wypelniacz) pozwala odpowiednio uksztaltowac
kompozyt i potaczy¢ wiele jego warstw
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Belki kompozytowe | Naprezenia w belce kompozytowej

Belki kompozytowe

Naprezenia w belce kompozytowej

@ przy analizie naprezen w belkach kompozytowych
przyjmiemy te same zalozenie, co w przypadku belek
jednorodnych, tzn.

e przekrdj poprzeczny belki ptaski przed odksztalceniem
pozostaje ptaski i prostopadly do osi po odksztalceniu

o przekrdj obraca sie wokél osi obojetnej

e material podlega prawu Hooke’a

e moduly sprezystosci wzdluznej sa takie same dla
rozciagania i $ciskania

@ podobnie jak w przypadku belek jednorodnych musimy
znalezé

e rozklad naprezen
e polozenie osi obojetne;j
e zalezno$¢ miedzy naprezeniem i momentem gnacym
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Belki kompozytowe

Naprezenia w belce kompozytowej

@ rozpoczniemy od analizy odksztalcenn normalnych ¢,

@ pojedyncze wiékno aa’, oddalone od osi obojetnej o y ma
dtugosé dx

@ po odksztalceniu wydtuza sie i przyjmuje ksztalt tuku
kolowego o promieniu p

o
@ jego dlugosé mozna zapisaé A —
jako (p +y)do \ |
@ poczatkowa dlugosé to pdf ’ —
@ mozemy zatem zapisaé J > 7
[/ T~—_
. _Adx _ (p+y)d0—pdd _y / D S
7 pd0 o s
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Belki kompozytowe

Naprezenia w belce kompozytowej

@ zgodnie z otrzymana zaleznoscia odksztalcenia nie
zaleza od materialu; zmieniaja sie liniowo wraz ze
wzrostem odleglosci od osi y

e zatem, dla belki kompozytowej przedstawionej na
rysunku, ich rozklad bedzie taki sam, jak dla belki
jednorodnej

E1<E2
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Belki kompozytowe

Naprezenia w belce kompozytowej

e zastanéwmy sie jednak ja bedzie wygladatl rozklad
naprezen; zgodnie z prawem Hookea’a 0 = E=
o zatem proste opisujace rozklad naprezen beda B
. . . a=Ees
nachylone inaczej dla obu materialow; —
e aby sporzadzi¢ wykres naprezen dla
belki kompozytowej nalezy potaczyé
ze soba wykresy dla poszczegélnych

materialow —r
- C
g S .
Y - < 7 < -
¢ e My ] K My )
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Belki kompozytowe

Naprezenia w belce kompozytowej

e wiemy juz, jak wyglada rozklad naprezen, nie wiemy
jednak gdzie znajduje sie o$ obojetna

@ jej polozenie wyznaczymy z réwnania réwnowagi sumy
sit wzdluz osi x

@ poniewaz mamy do czynienia z czystym zginaniem,
jedyne sily wzdluzne to sily normalne pochodzace od
naprezen gnacych

e jak juz wiemy, naprezenia dla ' ~ ‘
obu materialéw sa rézne, wiec . / 4 b / Iy
sity zapiszemy osobno dla 12| S\
kazdej czesci przekroju - X

M _—
& ar
S~

Ni+Ny;=0 3
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Belki kompozytowe

Naprezenia w belce kompozytowej

@ zgodnie z rysunkiem mamy

/O’xldA + /szdA =0

Ay As

@ podstawiajac do powyzszego o, = E 1Z oraz oy, = E2‘X
1)
i porzadkujac, mozemy zapisaé

El/ydA+E2/ydA—0
Ay Ay
@ powyzsze calki to momenty statyczne poszczegélnych
czesci przekroju S1 1S9, zatem mamy

E{S1 +E3So=0
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Belki kompozytowe

Naprezenia w belce kompozytowej

e momenty statyczne wyznaczamy indywidualnie dla
zadanego przekroju; dla ponizszego przykladu bedzie
S1 =141 = (h1 — H{)A;
So = y2Ag = (h1 — (H1 + HS))A,

@ ostatecznie mamy
El(hl —H?)Al —I—Ez(hl — (H1 —i—Hg))Ag =0

@ jedyna niewiadoma jest hq;
jej wyliczenie pozwala

wyznaczy¢ polozenie |1 / \
osi obojetne;j o| 2= ) sl
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Belki kompozytowe

Naprezenia w belce kompozytowej

@ pozostalo nam wyznaczenie zaleznos$ci naprezen od
obcigzenia

e zaleznos¢ ta otrzymamy z ro6wnania réwnowagi
momentéw wzgledem osi z; zgodnie z rysunkiem,
pamietajac, ze dN; = o,,dA;, mamy

M - /leydA — /0x2ydA =0 ~_
;/\ \/ \ ]
e ponadto wiemy, ze "/ /1A \\
/ 4 BN
o, = Ee, ’/ ] y/ ﬁ\N:} S
y iy
e =7 e W)
p
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Belki kompozytowe

Naprezenia w belce kompozytowej

@ mozemy zatem zapisac
E E
M= 1/y2dA+2/y2dA
P P
A1 A2

o calki powyzsze to momenty bezwladno$ci wzgledem osi z

@ ostatecznie mamy

1 M
p  Eily +Eql

o dla poréwnania, dla belki jednorodne;j jest

1 M

p  EI
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Belki kompozytowe

Naprezenia w belce kompozytowej

@ wracajac do réwnania
1
ox =FEey, =E-y
P

@ mozemy zapisac¢ wyrazenia pozwalajace na obliczenie
naprezen w belce kompozytowe;j
MyE 1 MyEz

1= EqI, + Eqly oraz 72 = EI, + Eols

@ za y podstawiamy punkt, w ktérym chcemy wyznaczy¢
naprezenia
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Belki kompozytowe

Naprezenia w belce kompozytowej

o ze wzgledu na zlozonosé problemu analizy naprezen
w belce kompozytowej, zwlaszcza, gdy warstw materiatu
jest wiecej niz dwie, wygodnie jest stosowaé metode
elementow skonczonych

e dla naszego przykladu rozklad
naprezen w wybranym przekroju
przedstawiono ponizej

=

-
%70 A ox

8 60 4020 0 20 40 60 80
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Belki kompozytowe
Przyktad [Gere i Goodno, 2009]

Belka kompozytowa przedstawiona na rysunku obcigzona
jest momentem gnacym M = 6 kNm. Wyznaczy¢é
ekstremalne wartosci naprezen normalnych w obu
materialach i narysowaé wykres naprezen na przekroju.
Moduly Younga dla poszczegélnych warstw:

Ey = 200000 MPa, E4,. = 12000 MPa.

y

M
o

100 12
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Belki kompozytowe | Naprezenia w belce kompozytowej

Belki kompozytowe

Przyktad [Gere i Goodno, 2009]

@ rozpoczynamy od wyznaczenia osi obojetnej; zgodnie z
rysunkiem mozemy zapisaé
S1=y1A1 = (h1 — 75 mm)(100 mm - 150 mm)
S = y2A2 = —(156 mm — A1)(100 mm - 12 mm)

@ podstawiajac to do wyrazenia na o$ obojetna mamy
E1S1+E3So=0— hy =121 mm 84

ho =162 mm — h1 = 41 mm i

@ znajac polozenie osi obojetnej, hy ‘
a tym samym centralne;j » / 10
mozemy z twierdzenia Steinera R %Y
wyznaczy¢ moment bezwladnosci N
obu przekrojow 100 12
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Belki kompozytowe

Przyktad [Gere i Goodno, 2009]

e mamy zatem dla obu przekrojow
Izl - Izcl +y%A1

~ 100 mm - (150 mm)?

L, 12

+ (k1 — 75 mm)? - 15000 mm?

I,, = 59865000 mm*
oraz
I, = I, +y5A2 = 1484400 mm*

@ majac wszystkie dane mozna przej$é do wyznaczania
naprezen
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Belki kompozytowe | Naprezenia w belce kompozytowej

Belki kompozytowe

Przyktad [Gere i Goodno, 2009]

@ naprezenia wyznaczymy w punktach
charakterystycznych, tzn. na powierzchniach
zewnetrznych (punkty A i C), gdzie przyjmuja one
wartosci ekstremalne oraz na styku obu materialow
(punkt B), gdzie pojawia sie skok naprezen

MhE,

= = MP:
7T B + Esl, 8,6 MPa
_ M(hy —12mm)E;
01B = Eily + Eoly = 2.0 MPa
M(hg — 12 mm)Eg
728 EI{ + Esl, 3 a
MnsEy _ _ 48 Mpa

72 = Eody + Ealy
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Belki kompozytowe

Przyktad [Gere i Goodno, 2009]

@ wykres naprezen przedstawiono ponizej

4)’
A O1a
hy
150
o | A -
i X
hy /zf/%/% galB &
:\C 2 Oy
12
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Belki kompozytowe = Belki trojwarstwowe

Belki sandwiczowe

Szczegbélnym przypadkiem belki kompozytowej jest belka
tréjwarstwowa (sandwiczowa); sklada sie ona z:

@ rdzenia, ktérego gtéwnym zadaniem jest utrzymywanie
dystansu miedzy okladzinami,

@ okladzin, ktérych zadaniem jest przenoszenie obcigzen.
Charakterystyka warstw:

e rdzen — gruba warstwa lekkiego, czesto porowatego,
materialu lub pofaldowana blacha; material posiada
czesto wlasnogci izolacyjne lub tltumiace

e okladziny — cienka blacha metalowa
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Belki kompozytowe = Belki trojwarstwowe

Belki sandwiczowe

Wyznaczanie naprezen

@ naprezenia w belkach tréjwarstwowych mozna
wyznaczac z wyzej wyprowadzonych wzoréw

@ wzory te mozna uprosci¢ wykorzystujac wlasciwosci tych
belek

e zwykle E; >> E., wiec mozna przyja¢ E. = 0,
zatem o, = 0

y
@ naprezenia normalne wyznacza - i ¥

sie tylko w okladzinach 5

RN

of = ]‘;Ify gdzie Iy = %(ﬁ —t3) ol

e najwieksze naprezenia
Mt
of = :|:2—If i }
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Belki kompozytowe = Belki trojwarstwowe

Belki sandwiczowe

Wyznaczanie naprezen

o jezeli okladziny sa cienkie, ¢y << f., to mozna przyjac, ze
naprezenia styczne przenoszone sa tylko przez rdzen
(naprezenia styczne na powierzchniach swobodnych sa

zerowe)
tosé Srednia tveh . £ \
e warto$c srednig tych naprezen i
wyznaczamy z zaleznoS$ci
T Lo
Tsr = bf
le |t
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Belki kompozytowe = Belki trojwarstwowe

Belki sandwiczowe

Ograniczenia

Powyzsze uproszczenia mozna stosowacé, gdy
@ oba materialy zachowuja sie zgodnie z prawem Hooke’a
e w praktyce: nieliniowos§¢ rdzenia; rézne granice
plastycznosci
e warstwy sa ze soba idealnie polaczone
e w praktyce: odklejanie okladzin; faldowanie okladzin

0 [MPa]
0
o

]

/
J

e

| 1.0—A7 !

g i/
0 0.005 0.010 0'01580'020 0. 0.005 0.010 0'01580'020

wlasciwo$ci mechaniczne aluminium wiasciwosci mechaniczne pianki aluminiowej

Poznan, 2025 Wytrzymalosé materiatow IT 27/31



Belki kompozytowe = Belki trojwarstwowe

Belki sandwiczowe

Deformacja przekroju poprzecznego

o dokladne wyznaczenie naprezen wymagatoby
przeanalizowania deformacji przekroju poprzecznego
1 na tej podstawie wyprowadzenia odpowiednich
zaleznosci

@ najczesciej przyjmuje sie
hipoteze linii lamanej
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Belki kompozytowe = Belki trojwarstwowe

Belki sandwiczowe

Deformacja przekroju poprzecznego

@ w belce trgjwarstwowej przekroj poprzeczny nie obraca
sie zgodnie z hipoteza E-B (linia niebieska), ale tworzy
prosta lamang (linia czerwona)

@ proste prostopadle pozostaja
jedynie przekroje w okladzinach
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Belki kompozytowe = Belki trojwarstwowe

Belki sandwiczowe

Zjawiska lokalne

@ poniewaz jedna z cienkich oktadzin belki tréjwarstwowej
jest $ciskana, moze ona utracié statecznosé

lokalna utrata

stanowisko badawcze statecznosci
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Belki kompozytowe = Belki trojwarstwowe

Belki sandwiczowe

Zjawiska lokalne

@ rozwoj zjawisk lokalnych mozna wygodnie §ledzié
metoda elementéw skonczonych

08 0.66

MM, -7 €|
o 0.64 8
06 c

062
0.4 p\l’,,
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0.2
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00
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