
Linia ugi¦cia belki � metoda Clebscha

Wyznaczanie ugi¦cia belek wieloprzedziaªowych w klasyczny sposób wymaga czasochªonnych
oblicze«. Wynika to z faktu, »e w ka»dym przedziale moment gn¡cy opisany jest innym równa-
niem, a ilo±¢ staªych caªkowania, które trzeba wyznaczy¢ ro±nie wraz ze wzrostem przedziaªów.

Rys. 1: Fragment belki wieloprzedziaªowej

Znajd¹my zatem sposób na za-
pis równania momentu w taki spo-
sób, aby jedno równanie byªo praw-
dziwe dla ka»dego przedziaªu, czy-
li dla caªej dªugo±ci belki. Zacznie-
my od zapisania równa« momentów
dla ka»dego z przedziaªów fragmen-
tu belki przedstawionego na Rys. 1.
Ukªad wspóªrz¦dnych umieszczamy
w lewym ko«cu belki. Przyjmiemy
nast¦puj¡c¡ konwencj¦ zapisu poszczególnych skªadników równania momentu � ka»dy ze skªad-
ników b¦dzie zawieraª obci¡»enie oraz odlegªo±¢ tego obci¡»enia od rozpatrywanego przekroju.
W przypadku siªy b¦dzie to F (x− xi), a w przypadku momentu M(x− xi)

0, gdzie xi jest po-
cz¡tkiem rozpatrywanego przedziaªu, a x dowolnym punktem wewn¡trz przedziaªu. Zasadno±¢
takiego zapisu momentu ujawni si¦ w czasie caªkowania równania.

Zapiszmy zatem równanie momentów dla poszczególnych przedziaªów zde�niowanych po
prawej stronie ukªadu (1)

M(x) =


0 (0 ≤ x ≤ x1)

M(x− x1)
0 (x1 ≤ x ≤ x2)

M(x− x1)
0 − F (x− x2) (x2 ≤ x ≤ x3)

M(x− x1)
0 − F (x− x2)− 1

2
q(x− x3)

2 (x3 ≤ x ≤ . . . )

(1)

Z powy»szego ukªadu wida¢, »e ka»de kolejne równanie zawiera skªadniki równania poprzed-
niego. Sprawd¹my zatem, czy ostatnie równanie, dla przedziaªu czwartego, jest prawdziwe np.
dla przedziaªu drugiego. W przedziale drugim x ≤ x2. Oznacza to, »e nawias przy pierwszym
skªadniku b¦dzie dodatni, a pozostaªe nawiasy b¦d¡ ujemne. Je±li zatem zaªo»ymy, »e do rów-
nania wchodz¡ jedynie skªadniki z dodatnimi nawiasami, ostatnie równanie b¦dzie prawdziwe
dla drugiego przedziaªu jak równie» dla wszystkich pozostaªych.

Przejd¹my do caªkowania równania momentu. Wiemy, »e pierwsze scaªkowanie pozwala
wyznaczy¢ k¡t obrotu belki. Zakªadaj¡c, »e sztywno±¢ belki jest taka sama na caªej dªugo±ci,
skªadnik EI jako staª¡ przenosimy na lew¡ stron¦. Przyjmujemy nast¦puj¡c¡ zasad¦ dla caª-
kowania: ka»dy ze skªadników równania caªkujemy bez rozwijania nawiasu; nawias traktujemy
jak zmienn¡. Otrzymamy zatem

EIθ(x) =


C1 (0 ≤ x ≤ x1)

C2 +M(x− x1) (x1 ≤ x ≤ x2)

C3 +M(x− x1)− 1
2
F (x− x2)

2 (x2 ≤ x ≤ x3)

C4 +M(x− x1)− 1
2
F (x− x2)

2 − 1
6
q(x− x3)

3 (x3 ≤ x ≤ . . . )

(2)

S¡ to cztery równania k¡ta obrotu, jedno dla ka»dego przedziaªu. Zauwa»my, »e na granicach
przedziaªów nie ma przegubów a belka zachowuje ci¡gªo±¢. Wynika z tego, »e k¡t obrotu na
granicy przedziaªów xi musi by¢ taki sam licz¡c go od lewej θ(xi)

− i od prawej θ(xi)
+ stro-

ny. Zapiszmy zatem warunek ci¡gªo±ci k¡ta obrotu dla punktu pierwszego, czyli dla x = x1.
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Porównuj¡c pierwsze i drugie równanie otrzymamy

θ(x1)
− = θ(x1)

+ → C1 = C2 +M(x1 − x1)

Wida¢, »e nawias si¦ wyzeruje i ostatecznie otrzymamy C1 = C2 Podobnie post¦pujemy dla
pozostaªych punktów

C2 +M(x2 − x1) = C3 +M(x2 − x1)−
1

2
F (x2 − x2)

2 → C2 = C3

C3 +M(x3 − x1)−
1

2
F (x3 − x2)

2 = C4 +M(x3 − x1)−
1

2
(x3 − x2)

2 − 1

2
q(x3 − x3)

3 → C3 = C4

Zatem wszystkie staªe caªkowania s¡ sobie równe C1 = C2 = C3 = C4 = C. Je»eli przyjmiemy
oznaczenie dla pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych θ(0) = θ0, to z pierwszego równania otrzymamy

C = EIθ0 lub θ0 =
C

EI
(3)

Wynika z tego, »e staªa caªkowania C opisuje k¡t obrotu lewego ko«ca belki. Zatem, je±li lewy
koniec belki jest utwierdzony mo»emy by¢ pewni, »e staªa caªkowania C b¦dzie równa zeru.
Warto zauwa»y¢, »e jednostk¡ staªej C jest [N·mm2]

Przejd¹my do drugiego caªkowania, które pozwoli nam wyznaczy¢ ugi¦cie belki. Wiemy ju»,
»e pierwsza staªa caªkowania jest taka sama we wszystkich równaniach, zetem caªkuj¡c ukªad
(2) otrzymamy

EIv(x) =


D1 + Cx (0 ≤ x ≤ x1)

D2 + Cx+ 1
2
M(x− x1)

2 (x1 ≤ x ≤ x2)

D3 + Cx+ 1
2
M(x− x1)

2 − 1
6
F (x− x2)

3 (x2 ≤ x ≤ x3)

D4 + Cx+ 1
2
M(x− x1)

2 − 1
6
F (x− x2)

3 − 1
24
q(x− x3)

4 (x3 ≤ x ≤ . . . )

(4)

Zakªadaj¡c, »e belka nie traci ci¡gªo±ci, ugi¦cie na granicy przedziaªów musi by¢ takie samo li-
cz¡c od lewej v(xi)

− i od prawej v(xi)
+ strony. Zapiszmy zatem warunek ci¡gªo±ci ugi¦cia ugi¦cia

dla punktu pierwszego, czyli dla x = x1. Porównuj¡c pierwsze i drugie równanie otrzymamy

v(x1)
− = v(x1)

+ → D1 + Cx1 = D2 + Cx1 +
1

2
M(x1 − x1)

2

Wynika st¡d, »e D1 = D2, a post¦puj¡c tak dla pozostaªych punktów charakterystycznych
otrzymamy, »e D1 = D2 = D3 = D4 = D. Je»eli przyjmiemy oznaczenie dla pocz¡tku ukªadu
wspóªrz¦dnych v(0) = v0, to z pierwszego równania otrzymamy

D = EIv0 lub v0 =
D

EI
(5)

Wynika z tego, »e staªa caªkowania D opisuje ugi¦cie lewego ko«ca belki. Zatem, je±li lewy
koniec belki jest utwierdzony lub znajduje si¦ tam podpora przegubowa mo»emy by¢ pewni, »e
staªa caªkowania D b¦dzie równa zeru. Warto zauwa»y¢, »e jednostk¡ staªej D jest [N·mm3].

***

Spróbujmy, stosuj¡c przedstawione wy»ej zasady, zapisa¢ równanie momentu dla belki
przedstawionej na Rys. 2. Belka ta ma pi¦¢ przedziaªów. Jak ustalili±my analizuj¡c ukªad (1)
ostatnie równanie jest prawdziwe dla wszystkich przedziaªów, mo»emy wiec przyj¡¢, »e jest to
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Rys. 2: Przykªad belki wieloprzedziaªowej

równanie momentu dla caªej belki. Widzieli±my te», »e równanie dla kolejnych przedziaªów za-
wieraªo skªadniki równania z przedziaªów poprzednich. Oznacza to, »e raz wpisane do równania
obci¡»enie dziaªa do ko«ca belki. Analizuj¡c obci¡»enie belki z Rys. 2 widzimy, »e obci¡»enie
ci¡gªe q dziaªa tylko w przedziale czwartym. Je±li zostanie wpisane do równania momentu b¦-
dzie to oznaczaªo, »e dziaªa ono równie» w przedziale pi¡tym. Poniewa» tak nie jest, nale»y to
obci¡»enie w przedziale pi¡tym zniwelowa¢. Robi si¦ to w ten sposób, »e wpisane w przedziale
czwartym obci¡»enie q przedªu»a si¦ do ko«ca belki i równowa»y si¦ je obci¡»eniem przeciwnym,
jak przedstawiono na Rys. 3 Obci¡»enie q dziaªaj¡ce od doªu wpisuje si¦ do równania momentu

Rys. 3: Równowa»enie obci¡»enia ci¡gªego

w przedziale pi¡tym. Stosuj¡c wszystkie przyj¦te wy»ej zasady, równanie momentu dla naszej
belki b¦dzie miaªo posta¢

M(x) = −F (x− 0) +R1(x− x1) +M(x− x2)
0 − 1

2
q(x− x3)

2 +
1

2
q(x− x4)

2 (6)

Caªkowanie powy»szego równania pozwala wyznaczy¢ k¡t obrotu i ugi¦cie belki ale równie»
sporz¡dzi¢ wykres momentu gn¡cego i siªy stycznej.

Przedstawiony powy»ej sposób wyznaczania linii ugi¦cia belki nosi nazw¦ metody Clebscha
(w j¦zyku angielskim double integration method). Stosuj¡c t¦ metod¦ post¦pujemy zgodnie
z nast¦puj¡cymi zasadami:

� ukªad wspóªrz¦dnych umieszczamy w lewym ko«cu belki

� oznaczamy punkty charakterystyczne wspóªrz¦dnymi x1, x2, . . .

� ka»de obci¡»enie ci¡gªe, ko«cz¡ce si¦ przed ko«cem belki, przedªu»amy do jej ko«ca, przy-
kªadaj¡c jednocze±nie obci¡»enie o przeciwnym zwrocie i tej samej warto±ci na odcinku
w rzeczywisto±ci nieobci¡»onym

� zapisujemy równanie momentu pami¦taj¡c, aby moment skupiony przyªo»ony w miejscu
o wspóªrz¦dnej xi przemno»y¢ przez wyraz (x− xi)

0

� caªkujemy równanie pami¦taj¡c, aby wyra»enia typu (x−xi)
n, gdzie xi s¡ wspóªrz¦dnymi

pocz¡tków kolejnych przedziaªów, caªkowa¢ bez ich rozwijania, tzn.∫
(x− xi)

ndx =
(x− xi)

n+1

n+ 1
+ C
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Przykªad 1

Dla belki przedstawionej na rysunku:

� zapisa¢ równanie momentu gn¡cego M(x),

� wyznaczy¢ przemieszczenie punktu C.

Rys. 4: Przykªad 1

Z równa« równowagi wyznaczamy reakcje w podporach∑
MA = 0 → RB =

3

2
ql

∑
MB = 0 → RA =

1

2
ql

Zapisujemy równanie momentu. Ze wzgl¦du na du»¡ liczb¦ obci¡»e« pojawiaj¡cych si¦ w ka»-
dym przedziale, poszczególne przedziaªy b¦dziemy oddziela¢ pionow¡ kresk¡ z odpowiednim
indeksem na dole.

M(x) =
1

2
ql(x)− 1

2
q(x)2

∣∣∣∣
1

+
3

2
ql(x− l)− ql2(x− l)0 +

1

2
q(x− l)2

∣∣∣∣
2

Podstawiamy równanie momentu do równania ró»niczkowego linii ugi¦cia belki i caªkujemy
dwukrotnie

EIv” = M(x)

EIθ(x) = C+
1

4
ql(x)2 − 1

6
q(x)3

∣∣∣∣
1

+
3

4
ql(x− l)2 − ql2(x− l) +

1

6
q(x− l)3

∣∣∣∣
2

EIv(x) = D+ Cx+
1

12
ql(x)3 − 1

24
q(x)4

∣∣∣∣
1

+
3

12
ql(x− l)3 − 1

2
ql2(x− l)2 +

1

24
q(x− l)4

∣∣∣∣
2

Dla analizowanej belki mo»emy zapisa¢ dwa warunki brzegowe: pierwszy v(0) = 0 i drugi
v(l) = 0. Pierwszy warunek brzegowy pozwala nam, z równania linii ugi¦cia, wyznaczy¢ staª¡
caªkowania D. Po podstawieniu x = 0 i przyrównaniu do zera otrzymamy D = 0. Jest to zgodne
z oczekiwaniami, poniewa» staªa ta opisuje ugi¦cie na lewym ko«cu belki, a to jest równe zeru
ze wzgl¦du na podpor¦.

Drugi warunek brzegowy pozwala, z tego samego równania, wyznaczy¢ staª¡ caªkowania C.
Zgodnie z wcze±niejszymi ustaleniami otrzymamy tym samym k¡t obrotu lewego ko«ca belki,
który opisany jest wªa±nie t¡ staª¡. Po podstawieniu mamy

C = −ql3

24
oraz θ0 = − ql3

24EI
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Ujemna warto±¢ ozancza, »e punkt A obraca si¦ przeciwnie do ruchu wskazówek zegara. Znaj¡c
staªe caªkowania mo»emy zapisa¢ ko«cow¡ posta¢ równania linii ugi¦cia belki

v(x) =
1

EI

[
− ql3

24
x+

1

12
ql(x− 0)3− 1

24
q(x− 0)4

∣∣∣∣
1

+
1

4
ql(x− l)3− 1

2
ql2(x− l)2+

1

24
q(x− l)4

∣∣∣∣
2

]

Ugi¦cie ko«ca belki, czyli przemieszczenie punktu C, wyznaczamy podstawiaj¡c x = 2l. Mamy
zatem

v(2l) = − 7

24

ql4

EI

Warto±¢ jest ujemna, co oznacza, »e koniec belki obni»a si¦ � przemieszcza w kierunku prze-
ciwnym do kierunku osi pionowej.

***

Metoda podwójnego caªkowania, a w przypadku belek wieloprzedziaªowych, metoda Cleb-
scha, pozwala na obliczanie belek statycznie niewyznaczalnych. Jest to mo»liwe dlatego, »e
ka»da dodatkowa podpora, która wymaga wyznaczenia dodatkowych reakcji, pozwala równie»
zapisa¢ dodatkowe warunki brzegowe.

Przykªad 2

Dla belki przedstawionej na Rys. 5 wyznaczy¢

� reakcje w podporach,

� siªy wewn¦trzne w przekrojach,

� wykres k¡ta obrotu θ(x),

� lini¦ ugi¦cia v(x) wraz z punktami charakterystycznymi.

Rys. 5: Przykªad 2

Rozpoczynamy od wyboru reakcji hiperstatycznej (nadmiarowej). Przyjmijmy, »e jest to
reakcja w podporze B. Pozostaªe reakcje nale»y zapisa¢, jako funkcje reakcji hiperstatycznej.
Z równa« równowagi mamy∑

MA = 0 → 1

2
ql2 −RBl −MA = 0

∑
Fy = 0 → RA − ql +RB = 0
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a obie reakcje, jako funkcje RB maj¡ posta¢

MA =
1

2
ql2 −RBl oraz RA = ql −RB (7)

Belka jest jednoprzedziaªowa. Równanie momentu otrzymane z równania równowagi dla odci¦-
tego fragmentu belki ma posta¢

M(x) = RAx−MA − 1

2
qx2 (8)

a po podstawieniu otrzymanych wy»ej wyra»e« na reakcje (7)

M(x) = qlx−RBx− 1

2
ql2 +RBl −

1

2
qx2

Zapiszmy zatem równanie ró»niczkowe linii ugi¦cia belki i scaªkujmy je dwa razy

EIv”(x) = qlx−RBx− 1

2
ql2 +RBl −

1

2
qx2

EIθ(x) = C+
1

2
qlx2 − 1

2
RBx

2 − 1

2
ql2x+RBlx− 1

6
qx3

EIv(x) = D+ Cx+
1

6
qlx3 − 1

6
RBx

3 − 1

4
ql2x2 +

1

2
RBlx

2 − 1

24
qx4

Dla rozwa»anej belki mo»na zapisa¢ trzy warunki brzegowe: v(0) = 0, θ(0) = 0 i v(l) = 0.
Z warunku drugiego mamy, »e C = 0; z warunku pierwszego D = 0. Warunek trzeci pozwala
wyznaczy¢ reakcj¦ RB. Maj¡ reakcj¦ hiperstatyczn¡ mo»na, z zapisanych wcze±niej wyra»e«
(7), wyznaczy¢ pozostaªe reakcje. Ostatecznie warto±ci reakcji to:

RB =
3

8
ql, RA =

5

8
ql oraz MA =

1

8
ql2

Zapiszmy równanie momentu (8) podstawiaj¡c do niego wyznaczone reakcje

M(x) =
5

8
qlx− 1

8
ql2 − 1

2
qx2

Pami¦taj¡c, »e T = dM/dx mo»emy wyznaczy¢ równie» równanie siªy poprzecznej T

T (x) =
5

8
ql − qx

Powy»sze równania pozwalaj¡ przygotowa¢ wykresy siª wewn¦trznych. Nale»y wyznaczy¢ punk-
ty charakterystyczne wykresów, czyli pocz¡tek i koniec przedziaªu, oraz miejsca zerowe poprzez
przyrównanie równa« do zera. Poza tym nale»y wskaza¢ maksimum momentu gn¡cego.

Oprócz wykresów siª wewn¦trznych nale»y przygotowa¢ wykres k¡ta obrotu belki oraz lini¦
ugi¦cia. Aby to zrobi¢ nale»y wróci¢ do scaªkowanych równa« i podstawi¢ do nich warto±¢
reakcji RB.

(proponuj¦ wykona¢ wykresy i przeanalizowa¢ je; znale¹¢ zale»no±ci mi¦dzy ksztaªtem poszcze-
gólnych krzywych; którego rz¦du s¡ krzywe?; co si¦ dzieje na wykresie ugi¦cia dla M(x)=0?)
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Zadania do samodzielnego rozwi¡zania

Dla przedstawionych poni»ej przykªadów belek

� narysowa¢ wykresy siª wewn¦trznych,

� narysowa¢ wykresy k¡ta obrotu i ugi¦cia,

� wyznaczy¢ k¡t obrotu i ugi¦cie w punktach charakterystycznych.

Zadane s¡: parametr obci¡»enia q, parametr dªugo±ci l oraz sztywno±¢ belki EI.

Rys. 6: Przykªady do samodzielnego rozwi¡zania
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