Linia ugiecia belki — metoda Clebscha

Wyznaczanie ugiecia belek wieloprzedziatowych w klasyczny sposdob wymaga czasochtonnych
obliczeri. Wynika to z faktu, ze w kazdym przedziale moment gnacy opisany jest innym réwna-
niem, a ilo$¢ stalych catkowania, ktore trzeba wyznaczy¢ rosnie wraz ze wzrostem przedziatlow.
Znajdzmy zatem sposob na za-
pis réwnania momentu w taki spo-
sob, aby jedno réwnanie byto praw- M q
dziwe dla kazdego przedziatu, czy- ( /\\ Y I l(
li dla calej dtugodci belki. Zacznie- 7 \1 2 3 X
my od zapisania réwnan momentow -
dla kazdego z przedzialow fragmen- )
tu belki przedstawionego na Rys. 1. X3 -
Uktad wspotrzednych umieszczamy Rys. 1: Fragment belki wieloprzedzialowe;j
w lewym koricu belki. Przyjmiemy
nastepujaca konwencje zapisu poszczegdlnych sktadnikéw réwnania momentu — kazdy ze sktad-
nikéw bedzie zawieral obcigzenie oraz odlegltos$é tego obcigzenia od rozpatrywanego przekroju.
W przypadku sity bedzie to F(x — x;), a w przypadku momentu M (x — x;)°, gdzie z; jest po-
czatkiem rozpatrywanego przedziatu, a  dowolnym punktem wewnatrz przedziatu. Zasadnosc¢
takiego zapisu momentu ujawni si¢ w czasie catkowania réwnania.
Zapiszmy zatem réwnanie momentéw dla poszezegélnych przedzialéw zdefiniowanych po
prawej stronie uktadu (1)

(

0 (0<z <)

M(z) = M(z — x1)° (r1 <2 < x9) (1)
M(x — 1) — F(z — x2) (9 < < x3)
M(z —x1)° — F(z —x3) — 3q(xv —x3)* (z3<ax<..0)

\

Z powyzszego uktadu widac¢, ze kazde kolejne réwnanie zawiera sktadniki rownania poprzed-
niego. Sprawdzmy zatem, czy ostatnie rownanie, dla przedzialu czwartego, jest prawdziwe np.
dla przedziatu drugiego. W przedziale drugim x < z5. Oznacza to, ze nawias przy pierwszym
sktadniku bedzie dodatni, a pozostale nawiasy beda ujemne. Jesli zatem zatozymy, ze do réw-
nania wchodza jedynie sktadniki z dodatnimi nawiasami, ostatnie rownanie bedzie prawdziwe
dla drugiego przedziatu jak réowniez dla wszystkich pozostatych.

PrzejdZzmy do catkowania réwnania momentu. Wiemy, ze pierwsze scatkowanie pozwala
wyznaczy¢ kat obrotu belki. Zakladajac, ze sztywnos¢ belki jest taka sama na calej dlugosci,
sktadnik ET jako stala przenosimy na lewa strone. Przyjmujemy nastepujaca zasade dla cal-
kowania: kazdy ze skladnikow rownania catkujemy bez rozwijania nawiasu; nawias traktujemy
jak zmienng. Otrzymamy zatem

C, (0<z<a)

EI10(x) = Co+ M(x — x4) 1 (1 <2 < 29) @)
Cs+ M(x —x1) — 3 F(z — 22)? (29 < < x3)
Co+ M(x —m1) = 5F(x — 29)* = gq(z —x3)* (23 <2 <))

\

Sa to cztery réwnania kata obrotu, jedno dla kazdego przedzialu. Zauwazmy, ze na granicach
przedzialéw nie ma przegubdéw a belka zachowuje ciagtosé. Wynika z tego, ze kat obrotu na
granicy przedzialow x; musi by¢ taki sam liczac go od lewej 0(x;)~ i od prawej 0(x;)* stro-
ny. Zapiszmy zatem warunek ciggtosci kata obrotu dla punktu pierwszego, czyli dla © = x;.
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Porownujac pierwsze i drugie réwnanie otrzymamy
O(x)” =0(x1)" — Cy=Co+ M(xy — x1)

Wida¢, ze nawias sie wyzeruje i ostatecznie otrzymamy C; = C, Podobnie postepujemy dla
pozostatych punktow

1
CQ"‘M(IQ—ZEl):C3+M<I2—I1>—§F(JI2—ZE2)2 — 02203

1 1 1
C3+M($3 —ZL'l) — EF(Z‘g —[L’Q)2 = C4 +M(l’3 — Il) — 5(%‘3 —1’2)2 — 5(](%‘3 —ZL’3)3 — Cg = C4

Zatem wszystkie state catkowania sg sobie rowne C; = Cy = C3 = C4 = C. Jezeli przyjmiemy
oznaczenie dla poczatku uktadu wspotrzednych 6(0) = 6y, to z pierwszego rownania otrzymamy

C

Wrynika z tego, ze stata catkowania C opisuje kat obrotu lewego kotica belki. Zatem, jesli lewy
koniec belki jest utwierdzony mozemy by¢ pewni, ze stata catkowania C bedzie rowna zeru.
Warto zauwazy¢, ze jednostka statej C jest [N-mm?|

PrzejdZzmy do drugiego catkowania, ktére pozwoli nam wyznaczy¢ ugiecie belki. Wiemy juz,
ze pierwsza stala catkowania jest taka sama we wszystkich réwnaniach, zetem catkujac uktad
(2) otrzymamy

¢

D, + Cx (0<z<ux)
Dy + Cx+ it M(z — 21)? (1 <2 < 19)
Elv(z) = f - , (4)
D3+ Cx + s M(x — 21)* — gF (v — x9) (9 <z < x3)
\ Dy+Co+ Mz —x1)? — $F(x — 22)° — 57q(x —a3)* (z3<a<..0)

Zaktadajac, ze belka nie traci cigglosci, ugiecie na granicy przedzialow musi by¢ takie samo li-
czac od lewej v(z;)~ i od prawej v(z;) T strony. Zapiszmy zatem warunek ciaglosci ugiecia ugiecia
dla punktu pierwszego, czyli dla x = x;. Poréwnujac pierwsze i drugie rOwnanie otrzymamy

1
U(le)i = U(l’1>+ — D1 + CZIJl = D2 -+ Cl’l -+ §M(l’1 — LL’1)2

Wynika stad, ze D; = Dy, a postepujac tak dla pozostalych punktéw charakterystycznych
otrzymamy, ze D1 = Dy = D3 = Dy = D. Jezeli przyjmiemy oznaczenie dla poczatku uktadu
wspohrzednych v(0) = vy, to z pierwszego rownania otrzymamy

D
D = Elvy lub o= 77 (5)

Wynika z tego, ze stala calkowania D opisuje ugiecie lewego korica belki. Zatem, jesli lewy
koniec belki jest utwierdzony lub znajduje si¢ tam podpora przegubowa mozemy by¢ pewni, ze
stata calkowania D bedzie rowna zeru. Warto zauwazy¢, ze jednostka stalej D jest [N-mm?3].

*ookk

Sprobujmy, stosujac przedstawione wyzej zasady, zapisa¢ réwnanie momentu dla belki
przedstawionej na Rys. 2. Belka ta ma pie¢ przedziatlow. Jak ustaliliémy analizujac ukltad (1)
ostatnie rownanie jest prawdziwe dla wszystkich przedzialow, mozemy wiec przyjac¢, ze jest to
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Rys. 2: Przyktad belki wieloprzedziatowej

rownanie momentu dla catej belki. Widzieliémy tez, ze réwnanie dla kolejnych przedzialow za-
wierato sktadniki rownania z przedziatéw poprzednich. Oznacza to, ze raz wpisane do r6wnania
obcigzenie dziata do konca belki. Analizujac obciazenie belki z Rys. 2 widzimy, ze obciazenie
ciaglte q dziata tylko w przedziale czwartym. Jesli zostanie wpisane do rOwnania momentu be-
dzie to oznaczalo, ze dziata ono réwniez w przedziale piatym. Poniewaz tak nie jest, nalezy to
obcigzenie w przedziale piatym zniwelowaé¢. Robi sie to w ten sposob, ze wpisane w przedziale
czwartym obcigzenie q przedtuza sie do korica belki i rownowazy sie je obcigzeniem przeciwnym,
jak przedstawiono na Rys. 3 Obciazenie ¢ dzialajace od dotu wpisuje sie do réwnania momentu

ITIY! ‘ _ T Prrvviey
AN it 7

g
Rys. 3: Réwnowazenie obcigzenia cigglego

w przedziale piatym. Stosujac wszystkie przyjete wyzej zasady, rownanie momentu dla naszej
belki bedzie miato posta¢

M(z) = —F(x —0)+ Ry(x — x1) + M(z — 25)" — %q(m —x3)? + %q(m —14)? (6)
Catkowanie powyzszego rownania pozwala wyznaczy¢ kat obrotu i ugiecie belki ale rowniez
sporzadzi¢ wykres momentu gngcego i sity stycznej.

Przedstawiony powyzej sposoéb wyznaczania linii ugiecia belki nosi nazwe metody Clebscha
(w jezyku angielskim double integration method). Stosujac te metode postepujemy zgodnie
7z nastepujacymi zasadami:

e uktad wspoétrzednych umieszczamy w lewym koricu belki
e oznaczamy punkty charakterystyczne wspotrzednymi xq, xs, . ..

e kazde obcigzenie ciggle, konczace sie przed koncem belki, przedtuzamy do jej konica, przy-
kltadajac jednoczes$nie obcigzenie o przeciwnym zwrocie i tej samej warto$ci na odcinku
w rzeczywistosci nieobciazonym

e zapisujemy réwnanie momentu pamietajac, aby moment skupiony przytozony w miejscu
o wspolrzednej z; przemnozy¢ przez wyraz (v — x;)°

e calkujemy rownanie pamictajac, aby wyrazenia typu (z —x;)", gdzie x; sa wspotrzednymi
poczatkow kolejnych przedzialow, catkowaé bez ich rozwijania, tzn.

n _ (QZ' B 'Ti)n-l—l
/(x x;)"dr = 1 +C
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Przyktad 1

Dla belki przedstawionej na rysunku:

e zapisa¢ rOwnanie momentu gnacego M (x),

e wyznaczy¢ przemieszczenie punktu C.

12 ql

A B A éﬁ}f}g> A% \B¥/I cl X
- ! l ‘ - l - [ _

Rys. 4: Przyktad 1

Z roéwnan rownowagi wyznaczamy reakcje w podporach

3
> My=0 - Rp = Sal

1
> Mp=0 — Ra=5dl

Zapisujemy roéwnanie momentu. Ze wzgledu na duza liczbe obcigzen pojawiajacych sie w kaz-
dym przedziale, poszczegdlne przedziatly bedziemy oddziela¢ pionowa kreska z odpowiednim
indeksem na dole.

1 2

M(z) = %ql(fv) —5a(@)’| + qu(x 1) = qlP(z = 1)+ %q(fr —1)?

1 2

Podstawiamy rownanie momentu do réwnania rézniczkowego linii ugiecia belki i catkujemy
dwukrotnie
EIv’" = M(x)

EI6(z) = C + %lql(av)Q =Ly

3 2 2 1 3
5 —i—4ql(:c 1)? — ql*(x l)—|—6q(x l)

1 2

1 ‘ 1 3 1 1
Elv(z) =D + Cr + —ql(2)* — —q(2)*| + —=ql(z —1)® — Zql*(x — 1)* + —q(z — 1)*
v(z) =D+ Ca + 154l(2)° — 574(x) 1+12Q(1' )" = 5@ = )"+ Spale = 1) 2
Dla analizowanej belki mozemy zapisa¢ dwa warunki brzegowe: pierwszy v(0) = 0 i drugi

v(l) = 0. Pierwszy warunek brzegowy pozwala nam, z rownania linii ugiecia, wyznaczy¢ stala
catkowania D. Po podstawieniu z = 0 i przyréwnaniu do zera otrzymamy D = 0. Jest to zgodne
z oczekiwaniami, poniewaz stata ta opisuje ugiecie na lewym koncu belki, a to jest rowne zeru
ze wzgledu na podpore.

Drugi warunek brzegowy pozwala, z tego samego rownania, wyznaczy¢ stata catkowania C.
Zgodnie z wcze$niejszymi ustaleniami otrzymamy tym samym kat obrotu lewego korica belki,
ktory opisany jest wtasnie ta stata. Po podstawieniu mamy

ql?

ql®
UET

24

C:

oraz Oy =
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Ujemna wartos$¢ ozancza, ze punkt A obraca si¢ przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara. Znajac
state catkowania mozemy zapisa¢ koricowa posta¢ rownania linii ugiecia belki
2]

Ugiecie konca belki, czyli przemieszczenie punktu C, wyznaczamy podstawiajac x = 2[. Mamy
zatem

1 I3 1 1 1 1 1
v(x) = e Lot —ql(z —0)* — —q(z—0)*| + qu(:v —1)* - qu2(9j —10)%+

il _1\4
21" 12 24 X 27 =0)

7 ql*
v@l) = —— L
24 FE1
Warto$é jest ujemna, co oznacza, ze koniec belki obniza si¢ — przemieszcza w kierunku prze-

ciwnym do kierunku osi pionowej.

XKk

Metoda podwojnego catkowania, a w przypadku belek wieloprzedziatlowych, metoda Cleb-
scha, pozwala na obliczanie belek statycznie niewyznaczalnych. Jest to mozliwe dlatego, ze
kazda dodatkowa podpora, ktora wymaga wyznaczenia dodatkowych reakcji, pozwala rowniez
zapisa¢ dodatkowe warunki brzegowe.

Przyktad 2

Dla belki przedstawionej na Rys. 5 wyznaczy¢

e reakcje w podporach,

sity wewnetrzne w przekrojach,

wykres kata obrotu 6(x),

linie ugiecia v(z) wraz z punktami charakterystycznymi.

OO e g N
A gg é}x &,A/IA o)
/ RAy

J X
b

Rys. 5: Przyktad 2

Rozpoczynamy od wyboru reakcji hiperstatycznej (nadmiarowej). Przyjmijmy, ze jest to
reakcja w podporze B. Pozostale reakcje nalezy zapisaé, jako funkcje reakcji hiperstatycznej.
Z réwnan rébwnowagi mamy

1
> My=0 - 5qz?—RBZ—MA:o

> F,=0 = Rya—ql+Rp=0
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a obie reakcje, jako funkcje Rp maja postac

1

My = §ql2 — Rpl oraz Rjs=ql — Rp (7)

Belka jest jednoprzedzialowa. Ro6wnanie momentu otrzymane z rownania rownowagi dla odcie-
tego fragmentu belki ma postaé

1
M(x) = Rax — My — §qx2 (8)

a po podstawieniu otrzymanych wyzej wyrazen na reakcje (7)
L oo Ly
M(z) = qlx — Rpx — §ql + Rpl — 4%
Zapiszmy zatem réwnanie réozniczkowe linii ugiecia belki i scatkujmy je dwa razy

1 1
EIv’(z) = qlv — Rpx — §q12 + Rpl — §qx2

1 1 1 1
Elf(z) =C+ §qlx2 — §RB:E2 — §q123: + Rplz — aqxf‘

1 1 1 1 1
Elv(z) =D+ Cz + gqlx?’ - ERBIES — qu%Q + §RBZ$2 — ﬁqqfl

Dla rozwazanej belki mozna zapisaé¢ trzy warunki brzegowe: v(0) =0, (0) =01 v(l) = 0.
Z warunku drugiego mamy, ze C = 0; z warunku pierwszego D = 0. Warunek trzeci pozwala
wyznaczy¢ reakcje Rp. Maja reakcje hiperstatyczna mozna, z zapisanych wcze$niej wyrazen
(7), wyznaczy¢ pozostale reakcje. Ostatecznie wartosci reakcji to:

3 5 1
Rp = gql, Ry = éql oraz My = gql2

Zapiszmy rownanie momentu (8) podstawiajac do niego wyznaczone reakcje

5) 1 1
M(z) = gql:c — gql2 — §qx2

Pamietajac, ze T' = dM /dxr mozemy wyznaczy¢ rowniez rownanie sity poprzecznej T

T(x) = éql —qr
8

Powyzsze rownania pozwalaja przygotowaé¢ wykresy sit wewnetrznych. Nalezy wyznaczyé¢ punk-
ty charakterystyczne wykresow, czyli poczatek i koniec przedziatu, oraz miejsca zerowe poprzez
przyrownanie rownan do zera. Poza tym nalezy wskaza¢ maksimum momentu gnacego.

Oprocz wykresow sit wewnetrznych nalezy przygotowaé¢ wykres kata obrotu belki oraz linie
ugiecia. Aby to zrobi¢ nalezy wroci¢ do scatkowanych réwnan i podstawi¢ do nich wartosé
reakcji Rp.

(proponuje wykonaé wykresy i przeanalizowaé je; znaleZé zaleznosci miedzy ksztaltem poszeze-
golnych krzywych; ktorego rzedu sq krzywe?; co sie dzieje na wykresie ugiecia dla M(x)=0%)
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Zadania do samodzielnego rozwiazania
Dla przedstawionych ponizej przyktadow belek

e narysowal wykresy sit wewnetrznych,
e narysowaé wykresy kata obrotu i ugiecia,

e wyznaczy¢ kat obrotu i ugiecie w punktach charakterystycznych.

Zadane sa: parametr obcigzenia ¢, parametr dtugosci [ oraz sztywnosé belki E1.

qll 4(]1 qlz—>
/N i /N z ég
/
31 - 3
_>‘]lz q 2q
IR RRE IR IR TR EERRRRRERENEN]
A e z

! 31 .

Rys. 6: Przyktady do samodzielnego rozwigzania
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