
Projektowanie belek

Przykªad

Dobra¢ wymiar a przekroju poprzecznego belki kwadratowej obci¡»onej jak na Rys. 1 tak,
aby speªniony byª warunek wytrzymaªo±ci. Materiaª belki oraz jej przekrój poprzeczny jest taki
sam na caªej dªugo±ci. Dane s¡: parametr dªugo±ci l i parametr intensywno±ci obci¡»enia q.
Granica plastyczno±ci materiaªu jest równa Re, a przyj¦ty wspóªczynnik bezpiecze«stwa równy
jest ne.

Rys. 1: Belka swobodnie podparta

Ogólna posta¢ warunku wytrzymaªo±ciowego, jaki musi speªnia¢ projektowana belka to

σmax ≤ σdop. (1)

Dla rozwa»anego przypadku, tzn. dla przekroju podwójnie symetrycznego oraz dla obci¡»enia
statycznego mo»na zapisa¢

σmax =
Mmax

Wz

oraz σdop =
Re

ne

, (2)

gdzie Mmax jest najwi¦szym momentem gn¡cym pojawiaj¡cym si¦ na dªugo±ci belki (odczyta-
nym z wykresu siª wewn¦trznych), a Wz jest wzka¹nikiem wytrzymaªo±ci na zginanie zale»nym
od ksztaªtu przekroju (odczytanym z tablic).
Poniewa» dla przekroju kwadratowego mamy Wz = a3/6 zadanie mo»na sformuªowa¢ nast¦pu-
j¡co

a ≥ 3

√
6Mmaxne

Re

. (3)

Projektowana belka ma by¢ belk¡ pryzmatyczn¡, zatem jej wytrzymaªo±¢ ocenia si¦ wedªug
maksymalnej warto±ci momentu gn¡cego pojawiaj¡cego si¦ na dªugo±ci. Aby wyznaczy¢ warto±¢
momentu nale»y przygotowa¢ wykresy siª wewn¦trznych: siªy poprzecznej T i momentu gn¡cego
M .

Rozwi¡zywanie zadania zaczynamy od uwolnienia belki od wi¦zów. Poniewa» obci¡»enie
w postaci siªy skupionej i intensywno±ci obci¡»enia dziaªa w kierunku pionowym, w podporach
pojawi¡ si¦ jedynie reakcje wzdªu» tego kierunku:RA iRC (Rys. 2) Warto±ci reakcji wyznaczamy
z równa« równowagi. Zaleca si¦, aby u»y¢ do tego równa« momentów wzgl¦dem dwóch punków,
a poprawno±¢ rozwi¡zania sprawdzi¢ zapisuj¡c równanie rzutów siª na o± pionow¡. W efekcie
sprawdzenia powinno si¦ otrzyma¢ 0 = 0.∑

MA = 0 → 2ql2 + 8ql2 − 6RC l + 8ql2 = 0 → RC = 3ql∑
MC = 0 → 6RAl − 16ql2 + 2ql2 + 2ql2 = 0 → RA = 2ql∑
Fy = 0 → 2ql − 4ql + 3ql − ql = 0 → 0 = 0

(4)
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Rys. 2: Belka uwolniona od wi¦zów

W belce mo»na wyró»ni¢ trzy przedziaªy. Równania opisuj¡ce siªy wewn¦trzne w ka»dym
z przedziaªów otrzymamy stosuj¡c metod¦ przekroi my±lowych. Dla przedziaªu pierwszego od-
rzucamy praw¡ cz¦±¢ belki, która b¦dzie równowa»ona siª¡ T1 i momentem M1. Belk¦ odcinamy
w odlegªo±ci x od pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych. Punkt odci¦cia oznaczamy jako 0. Pozostaªy
fragment belki przedstawiono na Rys. 3. W pierwszym przedziale 0 ≤ x ≤ 4l. Równania dla siª

Rys. 3: Fragment belki dla przedziaªu 1

wewn¦trznych otrzymuje si¦ z równa« równowagi dla fragmentu belki. W przedziale 1 b¦dzie:∑
Fy = 0 → 2ql − qx− T1 = 0 → T1 = 2ql − qx∑
M0 = 0 → 2qlx− 1

2
qx2 −M1 = 0 → M1 = 2qlx− 1

2
qx2

(5)

W podobny sposób post¦pujemy dla pozostaªych przedziaªów. Na podstawie sze±ciu uzyskanych
równa« przygotowujemy wykresy siª wewn¦trznych. W ka»dym przedziale wyznaczamy punkty
charakterystyczne, czyli warto±ci T i M na pocz¡tku i na ko«cu przedziaªu. W przypadku,
gdy funkcja opisuj¡ca siª¦ wewn¦trzn¡ jest liniowa, ª¡czymy otrzymane punkty. Je±li jest to
funkcja kwadratowa, nale»y znale¹¢ maksimum paraboli. Pami¦tamy, »e zgodnie z zale»no±ci¡
ró»niczkow¡ T = dM/dx. Oznacza to, »e maksimum momentu pojawi si¦ w miejscu, gdzie siªa
poprzeczna jest równa zeru. Wspóªrz¦dn¡, dla której siªa poprzeczna jest równa zeru mo»na
znale¹¢ przyrównuj¡c do zera równanie opisuj¡ce siª¦ T w danym przedziale.

W naszym przypadku, w przedziale pierwszym mamy:

� na pocz¡tku przedziaªu x = 0 zatem T1(0) = 2ql

� na ko«cu przedziaªu x = 4l zatem T1(4l) = −2ql

Poniewa» siªa poprzeczna zmienia znak, wyznaczmy jej miejsce zerowe

T1 = 2ql − qx = 0 → x = 2l (6)

� na pocz¡tku przedziaªu x = 0 zatem M1(0) = 0

� na ko«cu przedziaªu x = 4l zatem M1(4l) = 0

Maksimum momentu wyst¦puje tam, gdzie T1 = 0 zatem dla x = 2l. Maksymaln¡ warto±¢
momentu znajdujemy podstawiaj¡c t¡ warto±¢ do równania

M1(2l) = Mmax = 2ql2 (7)
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Pami¦tamy, »e wykres momentu skierowany jest ku górze, je±li intensywno±¢ obci¡»enia q skie-
rowana jest w dóª, i odwrotnie.

W analogiczny sposób post¦pujemy w dwóch pozostaªych przedziaªach. W przedziale dru-
gim 4l ≤ x ≤ 6l (Rys. 4)

Rys. 4: Fragment belki dla przedziaªu 2

∑
Fy = 0 → 2ql − 4ql − T2 = 0 → T2 = −2ql∑
M0 = 0 → 2qlx− 4ql(x− 2l) + 2ql2 −M2 = 0 → M2 = 2qlx− 4ql(x− 2l) + 2ql2

(8)

Siªa T2 jest staªa w drugim przedziale, wi¦c na wykresie pojawi si¦ linia pozioma.

� na pocz¡tku przedziaªu x = 4l zatem M2(4l) = 2ql2

� na ko«cu przedziaªu x = 6l zatem M2(6l) = −2ql2

W przedziale trzecim wygodniej b¦dzie rozpatrzy¢ praw¡ cz¦±¢ belki. Upro±ci to znacz¡co rów-
nania, poniewa» pozostanie jedynie jedno obci¡»enie w postaci siªy. W takim przypadku siªy
wewn¦trzne skierowane s¡ inaczej, zgodnie z konwencj¡ znaków, a o± x skierowana jest prze-
ciwnie � jej pocz¡tek znajduje si¦ na prawym ko«cu belki. W przedziale trzecim l ≥ x ≥ 0
(Rys. 5) ∑

Fy = 0 → T3 − ql = 0 → T3 = ql∑
M0 = 0 → M3 + qlx = 0 → M3 = −qlx

(9)

Siªa T3 jest staªa w drugim przedziale, wi¦c na wykresie pojawi si¦ linia pozioma.

� na pocz¡tku przedziaªu x = 0 zatem M3(0) = 0

� na ko«cu przedziaªu x = l zatem M3(l) = −2ql2

Rys. 5: Fragment belki dla przedziaªu 3

Gotowe wykresy przedstawiono na Rys. 6. Maksymalny moment, jaki pojawia si¦ w belce
to Mmax = 2ql2. Podstawiaj¡c t¦ warto±¢ do równania (3) otrzymamy minimalny wymagany
wymiar a belki

a ≥ 3

√
6Mmaxne

Re

=
3

√
12ql2ne

Re

. (10)
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Rys. 6: Wykresy siª wewn¦trznych
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