Naprezenia i odksztalcenia przy czystym Scinaniu

Naprezenia

W skrecanym wale, na powierzchniach prostopadlych do osi oraz réownolegltych do nich
pojawiajg sie naprezenia styczne. Sprawdzmy jednak, co dzieje sie na powierzchni nachylonej
pod pewnym katem do osi watu. W tym celu wytnijmy element watu znajdujacego sie w stanie
czystego skrecania, z momentem skrecajacym przylozonym tak, aby naprezenia styczne byty
dodatnie (Rys. 1a).

Wycinek abced skrecanego preta przedstawionego na Rys. 1b znajduje sie w stanie czystego
Scinania. Analiza takiego wycinka, o grubosci 1, pozwala na wyznaczenie naprezen w plaszczy-
znach nachylonych do osi watu pod katem a.
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Rys. 1: Wal w stanie czystego skrecania

Przetnijmy wycinek abed plaszczyzna ,,p” oznaczong na Rys. 2a i odrzuémy jego prawa
cze$¢. Normalna tej ptaszezyzny nachylona jest do osi x pod katem a. Otrzymamy w ten sposéb
trojkat ade, ktorego bok przy dtuzszej przyprostokatnej ma pole rowne Ay. Pola pozostatych
bokéw mozna wyznaczy¢ pamietajac, ze znany jest kat a. Beda one réwne Ag tg v oraz Ag/ cos v,
zgodnie z Rys. 2b.

Na powstalej ptaszczyznie ,,p” wycinka mozemy zdefiniowaé¢ naprezenia normalne o, oraz
styczne 7,. Na pozostatych ptaszczyznach wycinka dziataja naprezenia 7. Kazde z powyzszych
naprezen generuje na wlasciwej powierzchni site: F, F,, I, i Iy, jak na Rys. 2c.

Rys. 2: Rozklad naprezen w elementarnym wycinku watu

Rozpatrzmy réwnowage wycinka, zapisujac réwnania rownowagi sumy rzutéw sit na oS
normalng n i styczng t. Majg one postac

YF, =0 — F,—F,cosa— Fysina =0
Y =0 — F,+ Fysina— Fycosa=0

Zastepujac sity w powyzszym uktadzie iloczynami naprezen i powierzchni, po uporzadkowaniu
otrzymamy wyrazenia na wartosci naprezen normalnych i stycznych na ptaszczyznie nachylonej.

0o = Tsin2a
T, = T COS 2x
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Obie sktadowe naprezen zmieniajg sie zgodnie z funkcja-
mi trygonometrycznymi, co przedstawiono na Rys. 3. Z wy-
kresu naprezen normalnych wida¢, ze jesli na powierzchni
nachylonej pod katem o« naprezenia te sa dodatnie, to na
powierzchni do niej prostopadtej maja znak ujemny, ale ich
warto$¢ jest taka sama. Szczegdlnym przypadkiem jest ten
dla kata @ = 45°. Wtedy naprezenia normalne na powierzch-
ni pochylonej osiagaja warto$¢ maksymalna, réwna napreze- Rys. 3: Zmiana naprezen na po-
niom stycznym przyltozonym do bokéw elementu 0,,,, = 7, Wwierzchni nachylonej
a naprezenia styczne na tej powierzchni sg rowne zeru. Na
powierzchni pochylonej pod katem 45° + 90° naprezen stycznych réwniez nie ma, a normalne

sg réwne 0,,;, = —T, jak przedstawiono na Rys. 4b.
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Rys. 4: Rozklad naprezen w elemencie walu a), b); zlom prébki skrecanej z materialu plastycznego c)
i kruchego d)

Taki rozktad naprezen prowadzi do szczegdlnych ztomoéw probek poddanych statycznej
probie skrecania. Jesli probka wykonana jest z materiatu plastycznego, to przetom pojawi sie
w plaszczyznie prostopadlej do osi preta, czyli bedzie efektem dziatania naprezen stycznych
(Rys. 4c). Jesdli material probki jest kruchy, to peknie ona wzdtuz linii $rubowej, nachylonej pod
katem 45° do osi watu, czyli w wyniku dziatania naprezen rozciagajacych, na ktore materiaty
kruche nie sa odporne (Rys. 4d).

Odksztalcenia

Zanim przejdziemy do analizy odksztatcen wycietego elementu watu znajdzmy zaleznosé
o~e dla przypadku, gdy naprezenia dziatajg w dwéch wzajemnie prostopadtych kierunkach.
Taki przypadek stanu naprezen nazywa sie dwuosiowym stanem naprezen.

Odksztaltcenie elementarnego kwadratu o boku réwnym jednosci, znajduje sie w dwuosio-
wym stanie naprezen jest wypadkowa odksztatcen w kierunku osi z, wywotanych naprezeniami
o, oraz odksztalcenn w kierunku osi y, bedacych efektem naprezen o, (Rys. 5) . Na podsta-
wie zachowania si¢ preta rozcigganego wiemy, ze naprezenie wywoltujace wydtuzenie w jednym
kierunku, powoduje zmniejszenie wymiaru w kierunku do niego prostopadtym. Zatem kazde
z naprezen, o, i o,, powoduje zwigkszenie wymiaru w kierunku swojego dzialania i zmniej-
szenie wymiaru w kierunku do niego prostopadtym. Catkowite odksztalcenie mozna okresli¢
przyktadajac obcigzenie w dwoch krokach. Najpierw rozpatruje sie przypadek, gdy dziata tylko
naprezenie o, krok pierwszy, a pdzniej, gdy dziata tylko oy, krok drugi, co obrazuje Rys. 5.
Sumujac sktadowe odksztatcen z kroku pierwszego i drugiego oraz pamigtajac, ze zgodnie z
prawem Hooke’a dla rozciggania o, = Fe, i 0, = Fe,, a wspolczynnik Poisson’a definiuje si¢
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Rys. 5: Wyprowadzenie prawa Hooke’a dla dwuosiowego stanu naprezen

jako v = —¢, /e,, mozemy zapisaé
1, .2 1 2 _ OJu Ty
Ex =€, +E, =6, —VE, = — V=
—el 42 = _pel 4 2__&+@
ey =&y tey, = —ve, trey = vt o
Rozwiazujac powyzszy uktad ze wzgledu na o, i 0, otrzymamy
E
0y = +—— (€x + vey)
1—v 9
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oy =1"7s (ey +ves)

Uzyskany wynik to prawo Hooke’a dla dwuosiowego, lub inaczej ptaskiego, stanu napre-
zen. Zmajac zaleznos¢ o~e¢ dla przypadku, gdy element obciazony jest w dwoéch, wzajemnie
prostopadtych kierunkach, mozemy przej$é¢ do analizy elementarnego wycinka watu.

Przekatna kwadratowego elementu watu, nachylona pod
katem 45° do kierunku naprezen stycznych, znajduje sie As 450 As
w dwuosiowym stanie naprezen, zgodnie z Rys. 4b. Sprobuj- /
my powiazac jej odksztatcenie liniowe € z katem odksztatce-
nia postaciowego v oraz z naprezeniami stycznymi 7. Znaj-
dziemy w ten sposob zalezno$¢ miedzy v i 7.

Napiszmy zatem zalezno$¢ na odksztatcenie liniowe
przekatnej definiowane jako stosunek przyrostu dtugosci do
dtugosci poczatkowej. Wydtuzenie przekatnej przedstawio-
no na Rys. 6. Zaktada sie, ze odksztalcenia sg bardzo mate,
zatem funkcje trygonometryczne katow przed i po deforma-
cji s w przyblizeniu réwne. Mozna zatem zalozy¢, ze kat
45° przy wierzchotku ’C’ pozostaje taki sam po deformacji.

Analizowany kwadrat ma bok o wymiarze a, zatem przekatna [ = v/2a. Wydtuzenie prze-
katnej mozna wyznaczy¢ z trojkata CC’C” i bedzie ono rowne Al = Ascos45°. Odksztatcenie
liniowe bedzie wtedy réwne

Rys. 6: Deformacja wycinka walu
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Analizujac dalej Rys. 6, pamietajac o tym, ze kat v jest malty, mozemy zapisaé
As

a

€

(4)

Poréwnujac to z zaleznoscia (3) mozemy zapisa¢ zalezno$¢ miedzy odksztalceniem liniowym i
postaciowym

YR tgY

e=37 (5)
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Teraz powiazmy odksztatcenie z naprezeniami. Stan naprezen T

—
w elemencie znajdujacym si¢ w stanie czystego $cinania przedstawio- Iz
no na Rys. 7. Zgodnie z wcze$niejszymi rozwazaniami wiemy, ze na o177
powierzchniach nachylonych pod katem 45° dziataja tylko naprezenia
normalne o takiej samej warto$ci rownej 7 — w jednym kierunku do- Tl TT
datnie, w drugim ujemne. Oznaczajac je odpowiednio oy i 05 i korzy-
stajac z prawa Hooke’a dla dwuosiowego stanu naprezen (1) mozemy / \
zapisaé /7 R—T
o1 oy T T (1+v) <
E=—F V=5 +tVs=T .
E E F E E Rys. 7: Element w stanie
Podstawiajac zaleznosé (5) otrzymamy czystego scinania
E
Tt (6)

czyli poszukiwana zaleznosé miedzy naprezeniami stycznymi i katem odksztatcenia postaciowe-
go. Zaleznosé taka otrzymuje sie rowniez z eksperymentu i ma ona posta¢ prawa Hooke’a dla
Scinania 7 = G"y. Laczac obie zaleznosci otrzymamy zalezno$é¢ miedzy dwoma modutami

E
G:2@+m' (@)

Zmajac modut Younga oraz wspotczynnik Poisson’a dla danego materiatu, mozemy z powyzszej
zaleznosci wyznaczy¢ modut Kirchhoffa.
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