Wat drazony, obciazony nieréwnomiernie

Przykiad

Dla walu drazonego przedstawionego na Rys. 1, obciazonego ukladem momentéw skrecajacych,
wyznaczy¢ wartosci sit wewnetrznych i naprezen w poszczegdlnych przekrojach. Sporzadzi¢ wykres
kata obrotu poszczeg6lnych przekroi watu.
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Rys. 1: Wal drazony obciazony nier6wnomiernie

W pierwszej kolejnosci wprowadzamy uktad wspotrzednych, oS x, oraz oznaczenia punkéw cha-
rakterystycznych i uwalniamy uklad od wiezéw. W tym przypadku pojawi sie tylko jedna reakcja M;
w utwierdzeniu. Z réwnania réwnowagi momentéw skrecajacych wzgledem osi x (Rys. 2) wyznaczamy
wartos¢ reakcji

> M, =-M +5M+2M —4M =0 stad M =3M

Nastepnie definiujemy w wale przedzialy zmiennosci. Zgodnie z Rys. 2 beda cztery takie przedzialy. Aby
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Rys. 2: Wal drazony obciazony nieréwnomiernie

wyznaczy¢ sily wewnetrzne w wale, wewnatrz kazdego przedzialu dokonujemy przekroju myslowego.
Rozpoczynamy od przedzialu pierwszego, miedzy punktami 1-2, oznaczonego jako I. Odrzucamy prawa,
czesS¢ walu, a pozostala czesSé rysujemy wraz z obciazeniem jakie pozostato. Na przekroju wprowadzamy
sile wewnetrzna M skierowana od przekroju. Schemat przedstawiony jest na Rys. 3a. Dla tak zdefi-
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Rys. 3: Watl drazony obciazony nieréwnomiernie

niowanego ukladu zapisujemy réwnanie réwnowagi. Analogicznie postepujemy dla trzech pozostatych
przedzialéw. Rozwiazujac rownania réwnowagi otrzymujemy wartosci sit wewnetrznych.

Przedziat I:
> My=-3M+M; =0 stad M;=3M

Przedzial II:
ZM — 3M +5M+M;;=0 stad M;=-2M

Przedziat III:
> M, =-3M+5M+ My =0 stad Myr=-2M

© Pawet Jasion, Poznan 2024 1



Przedziat IV:
ZM$ = —3M +5M+2M + My =0 stad My = —4M

Rozwiazanie nanosimy na wykres przedstawiony na Rys. 4b. Nalezy zauwazy¢, ze sita w przedziale
IT i III jest taka sama. Wynika to stad, Ze przedzialy te réznia sie tylko ksztaltem przekroju; obciazenie
na nie dzialajace jest takie samo.
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Rys. 4: Wal drazony obciazony nieréwnomiernie

Kolejnym krokiem jest wyznaczenie naprezen w poszczegolnych przedziatach. Dla czystego skreca-
nia pojawiaja sie naprezenia styczne 7, ktérych wartos¢ wyznaczamy mnozac sile wewnetrzna M przez
promien p, na ktérym chcemy wyznaczy¢ naprezenia i dzielac przez biegunowy moment bezwtadnosci
Iy. Poniewaz w obliczeniach wytrzymalosciowych interesuja nas naprezenia maksymalne przyjmuje sie,
ze p = r, gdzie r jest promieniem watu. W rozpatrywanym przypadku, dla catej dtugosci walu promien
jest roéwny d.

Zgodnie z Rys. 1 na dtugosci walu mamy dwa rézne przekroje. Odpowiadajace im momenty biegu-
nowe maja wartosci
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Biorac pod uwage momenty skrecajace w poszczegolnych przekrojach, momenty bezwtadnosci oraz
promien, mozemy wyznaczy¢ naprezenia:
Przedziat I:
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Przedziat II:
R M[]T']] _ 2Md - 27%
= (wd%) /2 e
Przedziat III:
oo Moy —2Md - M
i 1 (15md%) /32 B
Przedziat IV:
o _Myry _ —4Md M
Vv (157d*) /32 e
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Wykres naprezen przedstawiono na Rys. 4c. Pozwala on znalezé przekroje niebezpieczne walu,
czyli takie, w ktérych wystepuja najwieksze naprezenia. Wykres naprezen jest réwniez wskazéwka do
tego, jak efektywnie uksztaltowaé wal. W miejscu malych naprezen mozna zmniejszy¢ przekréj watu,
redukujac tym samym jego mase. Nalezy jednak pamietac, Ze zmniejszenie przekroju pociaga za soba,
zmniejszenie sztywnosci, czyli zwiekszenie deformacji.

Ostatnim krokiem jest przygotowanie wykresu kata obrotu poszczego6lnych przekroi watu. Poniewaz
kat obrotu dowolnego przekroju zalezy od skrecenia watu, ktére jest funkcja liniowa wspétrzednej x,
wykres kata obrotu réwniez jest funkcja liniowa. Ponadto, wykres kata obrotu musi by¢ funkcja ciagta,
poniewaz brak ciaglosci przemieszczen oznaczalby przerwanie watlu. Zatem, aby wyznaczy¢ wykres kata
skrecenia przekroi walu wystarczy wyznaczy¢ katy obrotu punktéw charakterystycznych i potaczy¢ je
liniami prostymi.

Kat obrotu pierwszego ; jest rowne zeru, poniewaz w tym punkcie wal jest utwierdzony. Obroét
przekroju drugiego ¢ jest rowny skreceniu pierwszego przedzialu walu ¢;_s. Obrét przekroju trzecie-
g0 3 jest rowne sumie skrecenia przedzialu pierwszego ¢1_o i drugiego po_3. Podobnie dla przekroju
czwartego i koncowego - obrét koncowej ptaszczyzny watu jest rowny sumie skrecen wszystkich prze-
dzialéw walu. W rozpatrywanym przypadku mamy:

Obrot przekroju 1:

1 =0
Obrét przekroju 2:
B _ Mjplp 3M -2l —382£l
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Obr6t przekroju 3:
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Na podstawie powyzszych obliczen buduje sie wykres kata obrotu przedstawiony na Rys. 4d. Z wy-
kresu mozna odczytac¢ obrét dowolnego przekroju watu. Widac, ze w przedziale czwartym znajduje sie
przekréj, ktory sie nie obraca. Wartosci dodatnie na wykresie oznaczaja, ze odpowiadajace im przekroje
obracaja sie przeciwnie do ruchu wskazowek zegara. Te, ktérym odpowiadaja wartosci ujemne, obracaja
sie zgodnie z ruchem wskazowek zegara.
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Wal pryzmatyczny, statycznie niewyznaczalny

Przyktad

Wal o Srednicy d utwierdzony na obu koncach obciazony jest momentem Mg, zgodnie z Rys. 5.
Wyznaczy¢ rozklad sit wewnetrznych, naprezen oraz kata skrecenia. Material watu opisany jest modutem
Kichhoffa G.
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Rys. 5: Wal pryzmatyczny statycznie niewyznaczalny

Wal utwierdzony jest na obu koncach, zatem na obu koncach pojawia sie reakcje, zgodnie z Rys. 6
przedstawiajacym uklad uwolniony od wiezéw. Mozna zauwazy¢, ze skoro moment M jest dodatni, to
obie reakcje beda ujemne. W ogdlnym przypadku reakcje te sa rozne, zatem obie nalezy wyznaczy¢.
Jednak zapisa¢ mozemy jedynie jedno réwnanie réwnowagi, czyli réwnanie momentéw wzgledem osi
x. Zadanie jest wiec statycznie niewyznaczalne.
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Rys. 6: Uklad uwolniony od wiezéw
Réwnanie réwnowagi bedzie mialo postaé

> My=-Ma+M,—Mp=0 stad Ma+Mp=DM, (1)

Jest to pierwsze réwnanie niezbedne do rozwiazania zadania. Drugie réwnanie bedzie réwnaniem
zgodnoSci przemieszczen, wynikajacym ze zgodnosci katéw obrotéw ze sposobem podparcia. Widac, ze
kat obrotu walu w punkcie B wzgledem punktu A bedzie réwny zeru - oba konce sa utwierdzone, wiec
nie obracaja sie. Mozna zatem powiedziec, ze calkowity kat skrecenia walu jest réwny zeru. Poniewaz
wal sklada sie z dwéch przedzialéw mozemy zapisaé

wap =10 — vac +ecp =0 (2)

Jest to drugie réwnanie potrzebne do rozwiazania zadania. Wiemy, ze katy skrecenia poszczegdlnych
czesci watu zaleza od wartosci momentu skrecajacego w tych czesciach. Wyznaczymy je metoda przekroi
myslowych. Wykonujac przekroje tak jak na Rys. 6 i odrzucajac w przypadku przedzialu pierwszego
prawa, a w przypadku drugiego lewa czes¢ walu, otrzymamy dwa fragmenty walu przedstawione na
Rys. 7

b)

Rys. 7: Rd6wnowaga odcietych fragmentéw walu

Dla kazdego fragmentu mozemy zapisa¢ rownie réwnowagi momentow wzgledem osi z, co pozwoli
zapisaé

M = Mjy, M =—Mp (3)

Mozemy zatem zapisac
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Podstawiajac powyzsze do rownania zgodnosci przemieszczen (2) otrzymamy

Ml 3Mgl 3
Al _ My=2M
o, oG Y A=oMs

Ostatecznie otrzymujemy uktad dwéch réwnan z dwiema niewiadomymi, ktéry pozwala wyznaczy¢ obie
reakcje

My + Mp = M,
3 (4)
MA - §MB

3 2
Reakcje sa zatem réwne: M4 = 5Ms oraz Mp = 5Ms. Podstawiaja te wartosci do réwnania (3) otrzy-

mamy rozwiazanie w postaci wykresu przedstawionego jest na Rys. 8b. Nalezy zauwazy¢, ze w punkcie
przylozenia momentu, na wykresie pojawia sie uskok réwny wartosci tego momentu.
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Rys. 8: Rozwiazanie

Maja wartosci sit wewnetrznych mozemy wyznaczy¢ naprezenia w poszczegélnych przekrojach watu
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Z analizy zadania wiemy, ze oba konce waltu sa utwierdzone, zatem katy obrotu w tych miejscach sa
rowne zeru. Aby wyznaczy¢ wykres kata skrecenia wystarczy policzy¢ jego wartos¢ w punkcie charakte-
rystycznym, punkcie przytozenia sily, i potaczy¢ ten punk liniami prostymi z wartosciami zerowymi na
konicach walu. Wartos¢ kata skrecenia bedzie réwna
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