Skrecanie

Wyniki eksperymentu i zalozenia

Na podstawie eksperymentu, statycznej proby skrecania, mozna przyjac, ze wat poddany

skrecaniu znajduje sie w stanie czystego Scinania — kazdy z kwadratéw siatki naniesionej na
powierzchnie watu przed eksperymentem, zamienia si¢ w romb po jego deformacji. W zakresie
malych odksztatcen proces deformacji ma charakter sprezysty, jak wida¢ na wykresie na Rys. 1.
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Rys. 1: Odksztaltcenie preta skrecanego

Obserwacje przeprowadzone w czasie eksperymentu pozwalaja wprowadzi¢ zatozenia do-

tyczace deformacji wahlu, dzieki ktorym mozliwe jest wyprowadzenie zaleznosci na naprezenia
i kat skrecenia. Zaltozenia, zobrazowane na Rys. 2, sg nastepujace:

wszystkie tworzace watu obracaja sie o ten sam kat: v, = 7o,

wszystkie narysowane na powierzchni kwadraty zmieniaja sie w romby (deformacja od
Scinania),

kazdy przekréj poprzeczny obraca sie wzgledem innego przekroju o kat skrecenia propor-
cjonalny do wielkosci momentu skrecajacego i odlegtosci miedzy przekrojami,
powierzchnie czotowe nie deformujg sie, a przekroje poprzeczne pozostaja kotowe,

promienie na powierzchniach czotowych po deformacji pozostaja proste i obracajg sie
o ten sam kat ¢, = @9,

odlegtosci miedzy sasiednimi przekrojami nie zmieniajg sie po deformacji.

Rys. 2: Odksztalcenie preta skrecanego

Powyzsze zatozenia pozwalaja na sformutowanie hipotezy ptaski przekroi dla skrecania:
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podczas skrecania os okrgglego preta pozostaje prosta, a przekroje poprzeczne pozo-
stajq plaskie © prostopadtle do osi preta zachowujgc sie jak sztywne dysksi.

Oznacza to, Ze ich promienie obracajg sie wokot osi preta, ale nie deformujg, a kqty
miedzy nimi pozostajg bez zmian.

Zaleznosci geometryczne

7 wahu od dtugosci [ i promieniu r, znajdujacego sie¢ w stanie czystego skrecania, wycinamy,
w odlegtosci x od poczatku uktadu wspdtrzednych, elementarny fragment of dtugosci dx. Na-
stepnie z tego fragmentu wycinamy walec o promieniu /rho, jak na Rys. 3c. Zaltézmy, ze lewy
koniec wycinka jest nieruchomy, natomiast prawy, pod dziataniem obciazenia, obréci si¢ prze-
ciwnie do ruchu wskazéwek zegara. Po skreceniu wycinka watu promien p, wskazujacy punkt
b, obroci si¢ o kat dp. Tworzaca walca ab o dhugosci dx obroci sie o kat v. Mozna zauwazy¢,
ze kat ¢ maleje wraz z przemieszczeniem si¢ przekroju w kierunku punktu a, natomiast kat
~v maleje wraz ze spadkiem wartosci kata . Powstanie w ten sposob tuk bb’, ktérego dtugosé
mozna wyznaczy¢ na dwa sposoby. Zgodnie z Rys. 3, z jednej strony b’ = pdyp, a z drugiej

b = ~vdux.

Rys. 3: Odksztaltcenie preta skrecanego

Poréwnujac obie zaleznosci otrzymamy wyrazenie, pozwalajace okresli¢ kat obrotu tworza-
cej, czyli kat odksztalcenia postaciowego

de
s 1
V= (1)

7 powyzszej zaleznosci wida¢, ze najwiekszy kat odksztalcenia
postaciowego bedzie dla p = r. Mozemy zatem zapisac

dy do Tmaz
maxr — ' 5 — - = .
" ’ dx dx r

Wynika z tego, ze pochodna z powyzszej zaleznosci jest wartoscia
stata. Podstawiajac ta zalezno$é do réwnania (1) otrzymamy

Rys. 4: Rozklad kata ~

_ P
7 - 77max'
r

Z zaleznosci tej wynika, ze kat odksztatcenia postaciowego zmienia si¢ liniowo wraz ze zmiang
promienia p od wartosci réwnej zeru w osi walu, do wartosci ¥4, na powierzchni zewnetrznej,
odpowiadajacej promieniowi r. Rozktad wartosci kata v na przekroju watlu przedstawiono na
Rys. 4. Powyzsze zaleznodci nie zawieraja statych materialowych. Sa zatem prawdziwe dla
kazdego materiatu.
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+dx) = +d
Warto zauwazy¢ analogie miedzy odksztatceniem pre- #(x) platdi) = pltdp

ta rozcigganego i skrecanego. Analizujac skrecenie elemen-
tarnego wycinka watu o dlugosci dx, przedstawionego na
Rys. 5, odcietego w odlegtosci x od poczatku uktadu wspot-
rzednych widaé, ze na jego lewym koncu kat skrecenia rowny
jest p(x). Na prawym konicu kat ten bedzie wigkszy o przy-  Rys. 5: Skrecenie wycinka walu
rost dy, wynikajacy z przyrostu zmiennej x. Zatem zmiana kata skrecenia wycinka odniesiona
do jego dtugosci bedzie réwna

X dx

pla) +dp —p(z) _dp _
dx dx

Mozna zatem zdefiniowaé wskaznik skrecenia 6 = dyp/dz, ktéry jest analogiczny do odksztatce-
nia przy rozciaganiu opisanego zaleznoscia € = du/dx.

Naprezenia w wale

Statyczna proba skrecania pozwala wyznaczy¢ zaleznosé 7 = Gvy. Podstawiajac do niej
zalezno$é (1) otrzymamy wyrazenie na rozktad naprezen na przekroju poprzecznym watu

T = Gpd—gp. (2)

Poniewaz zaréwno modut Kirchhoffa jak i wskaznik skrecenia sg state, naprezenia beda zmie-
nialty sie tak samo, jak kat odksztalcenia postaciowego — liniowo, od wartosci zero w osi preta,
do wartosci maksymalnej na powierzchni watu.

Przy projektowaniu walow interesuje nas zaleznos¢ miedzy napre-
zeniami 7 i obcigzeniem, czyli momentem skrecajacym M. Zdefiniuj-
my elementarng sit¢ styczna na przekroju poprzecznym, dziatajaca na
elementarnym obszarze dA, ktéra, zgodnie z Rys. 6, jest rowna dT" =
TdA. Elementarny moment bedzie zatem réwny dM; = dTp = TpdA.
Podstawiajac za T wyrazenie (2) i catkujac otrzymamy

Mg

M, =% /p%zA.
dx 4

Rys. 6: Sita styczna
Calka z powyzszego réwnania jest biegunowym momentem bezwtad-

nosci. Oznaczajac go Iy mozemy zapisac

de M,

dx N G]()

(3)

Podstawiajac to wyrazenie do (2) otrzymamy

M,
= 4
= (@)

Widzimy zatem, ze warto$¢ naprezen zalezy liniowo od wartosci promienia, jest wprost propor-
cjonalna do obcigzenia i odwrotnie proporcjonalna do momentu bezwtadnosci. Cheac zmniej-
szy¢ warto$¢ naprezen, nalezy zwickszy¢ moment bezwladnosci, czyli zmodyfikowaé ksztatt
przekroju watu. Najwieksza warto$¢ naprezen pojawia sie na powierzchni watu, odpowiadajace;j

promieniowi p = r
Mgr

Tmazr = .
h
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Rys. 7: Naprezenia w precie skrecanym: pelnym a); drazonym b);
wyznaczanie momentu bezwladnosci c)

Rozktad naprezen na przekroju mozna wyznaczy¢ wyliczajac wartos¢ naprezen maksymal-
nych i taczac punkt im odpowiadajacy z osig watu. Dotyczy to zaréwno watu petlnego jak i dra-
zonego. W przypadku tego ostatniego naprezenia pojawiaja si¢ tylko tam, gdzie jest material.
Przyktadowe rozktady naprezen przedstawiono na Rys. 7a i b.

Rozktad naprezen na wale skrecanym wyjasnia, dlaczego przekrdj poprzeczny walu jest
zwykle kotowy. Pozwala on na uzyskanie rownomiernego rozktadu naprezen na obwodzie. Jed-
noczesnie wydrazenie watu obniza znaczaco jego mase, zmniejszajac nieznacznie jego mozliwosci
do przenoszenia naprezen, bo te w srodku watu sa niewielkie. Dlatego tez, najbardziej efektyw-
nym przekrojem dla walu jest rura cienkoscienna. Nalezy jednak pamietaé, ze zbyt cienka
Scianka walu drgzonego moze prowadzi¢ do jego wyboczenia, co przedstawiono na Rys. 8.

Chcac wyznaczy¢ warto$¢ naprezen nalezy zna¢ wartosé
biegunowego momentu bezwtadno$ci. Z definicji wiemy, ze

]0 = /,02dA
A

Zdefiniujmy na przekroju kotowym, zgodnie z Rys. 7c, ele-
mentarne pole dA w postaci pierScienia o nieskonczenie ma-
tej grubosci dp. Bedzie ono réwne 2mpdp. Po podstawie-
niu do catki opisujacej moment bezwtadnosci okaze sie, ze
zmienng jest teraz p, ktora zmienia si¢ w granicach od zera
do r. Mozemy zatem zapisac, dla przekroju pelnego

4 4 . .
P — /27rp3dp _ QWip4 " _ md Rys. 8: Wyboczenie rury cienko-
A

0 2 32 $ciennej

Podobnie mozna wyprowadzi¢ zaleznos¢ na moment bez-
wtladnosci dla przekroju w postaci pierscienia, wlasciwego
dla watu drazonego. Przyjmujac, ze promien wewnetrzny wynosi r, a zewnetrzny R, zmienia
sie jedynie granice catkowania — od r do R. Mamy zatem
m(R*—r?)  w(D*—dY)

Iy = = :
0 2 32

Z punktu widzenia wytrzymalosci watu, znaczenie maja naprezenia maksymalne. Jezeli
przyjmiemy, ze jedynie te nas interesuja, mozemy zapisa¢ wyrazenie na naprezenia w uprosz-
czonej postaci

MS
= T
gdzie Wy jest wskaznikiem wytrzymatosci przekroju na skrecanie zdefiniowanym jako W, =
Io/r. Ma zatem wymiar [mm?].

T
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Skrecenie walu

Pod wptywem dziatania momentu skrecajacego wal ulega deformacji mierzonej katem skre-
cenia ¢. Aby go wyznaczy¢ wréémy do réwnania (3). Po rozdzieleniu zmienny otrzymamy

M

ey
ar, ™

de

Catkujac stronami otrzymamy zaleznos¢ pozwalajaca na wyznaczenie kata skrecenia dla dowol-
nego punktu watu, znajdujacego sie w odlegtosci x od poczatku uktadu wspotrzednych

(@) = 2
LT

Dla utwierdzonego watu pryzmatycznego o dtugosci [, obcigzonego na koncu momentem Mj,
kat skrecenia swobodnego konca mozna wyznaczy¢ z zaleznosci

M,

=Gl (5)

¥

Wyrazenie to jest analogicznie do tego, na wydtuzenie preta rozcigganego.

Projektowanie waléw

Projektowanie watéw sprowadza sie do sprawdzenia warunku wytrzymatosciowego i sztyw-
nosciowego. W przypadku skrecania w precie pojawiaja sie naprezenia styczne, ktore zmieniaja
si¢ liniowo na przekroju — w osi preta sg rowne zeru, a wartos¢ maksymalna osiggaja na po-
wierzchni zewnetrznej

T = Msp
Iy
W obliczeniach wytrzymato$ciowych przyjmujemy zatem p = r, a warunek ma postac:
Mr

s
Tmazx < Tdop — T S Tdop
0

Przyjmuje sie, Ze Taop = Taop/ /3.
Warunek sztywnosciowy ma postaé

Ml
Pmax S Pdop — Gilo S Pdop

Zarowno naprezenia jak i kat skrecenia sa odwrotnie proporcjonalne do biegunowego momentu
bezwtadnosci przekroju watu. Poniewaz waly maja zwykle przekrdj poprzeczny okragty, pelny
lub drazony, momenty te maja postaé

o dla watu pelnego
mr md*

2 32
o dla watu drazonego
m(R*—r?)  w(D*—db)

P = =
0 2 32
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