Parametry geometryczne przekroju poprzecznego

Wprowadzenie

Modelujac liniowe elementy konstrukcyjne typu pret, wat czy belka, upraszczamy je do linii
prostej, rzadziej zakrzywionej, i przypisujemy do niej przekrdj poprzeczny. Sity wewnetrzne
dziatajace w takim elemencie przyktada si¢ do srodka ciezkosci przekroju poprzecznego. Nalezy
zatem wiedzie¢, jak ten srodek wyznaczy¢. Z kolei okreslenie wartosci naprezen na przekroju
elementu konstrukcyjnego zalezy od ksztattu i wielkoSci tego przekroju. Potrzebne sa wiec
parametry opisujace ten przekroj.

W przypadku rozciggania i Sciskania ksztalt
przekroju nie ma znaczenia, poniewaz warto$¢ na-
prezen zalezy tylko od wartosci pola przekroju.
W przypadku skrecania i zginania, oprécz po-
la przekroju, liczy sie jego ksztalt. Ma on réw-
niez wplyw na sztywnos¢ konstrukeji, co widac
na Rys. 1. Wsgystkie trzy przedstawione belki
wspornikowe majg przekrdj poprzeczny o takim
samym polu powierzchni, réwnym 3a?, jednak
ksztatt przekroju jest inny. W pierwszym przypad-
ku jest to ptaskownik, w drugim taki sam ptasko-
wnik, jednak obrécony o 90°, a w ostatnim jest
to dwuteownik. Dobierajac odpowiednio ksztatt,
mozna kilkakrotnie zwigkszy¢ sztywnosé¢ konstruk-
cji bez zwigkszania jej masy, co wida¢ po poréw- Rys. 1: Por6wnanie sztywnosci belek
naniu ugie¢ konca belki, oznaczonych na rysunku
litera v.

Wielkosciami, ktore pozwalajg scharakteryzowaé przekrdj poprzeczny sa srodek ciezkosci,
pole przekroju, moment statyczny, moment bezwtadnosci i moment odsrodkowy. Ich znajomos¢
jest konieczna do wyznaczenia rozktadu naprezen w wale lub belce, ale rowniez pozwala na efek-
tywne ksztattowanie tych elementow konstrukcyjnych. Efektywnosé oznacza tu maksymalizajce
stosunku wartosci naprezen lub ugiecia do masy elementu konstrukcyjnego.

Moment statyczny i srodek ciezkosSci

Podstawowym parametrem opisujacym przekrdj poprzeczny jest jego pole. Wyrazamy je
zaleznoscia

A:/dA:iAi (1)

Zalezno$¢ powyzsza pozwala na wyznaczenie pola powierzchni w ogélnym przypadku oraz
w przypadku, gdy przekréj ztozony sktada sie z kilku figur prostych.

Nowa wielkoscia, ktora zdefiniujemy, jest moment statyczny, oznaczony litera S z odpowied-
nim indeksem dolnym wskazujacym oS, wzgledem ktérej moment jest liczony. Zgodnie z Rys. 2a
dla osi z moment statyczny S, definiujemy jako catke po obszarze A z iloczynu odlegtosci y
elementarnego wycinka dA od osi z i pola tego wycinka, czyli

S, = / ydA =Y yA, S, = / 2dA =3 %A, 2)
%4 i=1

Jednostka momentu statycznego jest [mm?]. W przypadku figury ztozonej z kilku figur prostych,
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jak na Rys. 2b bedzie to suma iloczynéw odlegtosci srodkéw ciezkosci poszezegdlnych figur od

wybranej osi i pél powierzchni tych figur.
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Rys. 2: Definicja pola powierzchni

7 definicji momentu statycznego wynika, ze jego wartos¢ zalezy od odlegtosci figury od
wybranej osi oraz jej pola powierzchni, a jego znak zalezy od potozenia figury w uktadzie

wspotrzednych. Mozliwe przypadki przedstawiono na Rys. 3.

Mozna zauwazy¢, ze jesli figura znajduje sie w catosci ponad
osia z, to moment statyczny bedzie dodatni. Jesli z kolei znajdu-
je sie pod osiag, to moment bedzie ujemny. Istnieje zatem takie
potozenie, dla ktérego moment statyczny bedzie réwny zeru. Ta-
ka o3, wzgledem ktére moment statyczny jest zerowy nazywa sie
osig centralng. Przechodzi ona przez srodek ciezkosci przekroju,
ktéry definiuje sie jako punkt przeciecia dwdch osi centralnych,
poziomej i pionowe;j.

Inng wazna cechg momentu statycznego jest jego addytyw-
no$¢. Znajac momenty statyczne figur prostych, sktadajacych
sie na figure ztozong, mozemy wyznaczy¢ moment statyczny tej
ostatniej poprzez zsumowanie momentow statycznych figur pro-
stych S.(A) = S.(A1) + S:(A2) + ... + S.(A,).

Moment statyczny pozwala wyprowadzi¢ zalezno$¢ na wy-
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Rys. 3: Znak momentu statycz-
nego

znaczenie $rodka ciezkosci figury. Aby to zrobié, rozwazmy przekrdj A, przedstawiony na Rys. 4,
umiejscowiony w dwéch uktadach wspétrzednych (21, 1) 1 (22, y2). Wyprowadzimy zaleznosé po-
zwalajaca wyznaczy¢ potoznenie srodka ciezkosci wzgledem osi z. Moment statyczny wzgledem
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Rys. 4: Przekréj zorientowany w dwoéch uktadach wspoétrzednych
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0si 29 mozemy zapisaé

S., = A/ yrdA

Z rysunku widac, ze odlegto$¢ y, = y1 + e, gdzie e, jest odlegtodcig miedzy osiami poziomymi.
Mozemy zatem rozpisa¢ powyzszg catke na dwie

S, = /(y1 +e,)dA = /yldA +ey /dA
A A A

Wida¢, ze pierwsza z catek to moment statyczny wzgledem osi z1, a catka druga to pole
powierzchni A. Mamy zatem
S., =95, +e,A

Jezeli przyjmiemy, Zze 0§ z; jest osia centralng oznaczona z¢, czyli osia przechodzaca przez
srodek cigzko$ci, to moment statyczny S,, = S, = 0. Jedli ponadto przyjmiemy, ze o zy jest
dowolng osig poziomg oznaczong jako z, to powyzsze réwnanie przyjmuje posta¢ S, = ey A.
Mozemy z tego réwnania wyznaczy¢ odlegtos¢ e, miedzy osig centralng zc a inng dowolng
osig z, czyli potozenie Srodka ciezkosci. W analogiczny sposéb mozna znalez¢ potozenie srodka
ciezkosci wzgledem osi y. Wspdéirzedne srodka cigzkos$ci wyznaczamy zatem z zaleznosci

B & B Z; 2 A; B % B Z; YiA;
€, = - n ) ey - A - n (3)
A > A > A
i=1 i=1

W inzynierskich zastosowaniach zwykle uzywa sie powyzszych zaleznosci w postaci sumy,
co przedstawimy na przyktadzie. Zadanie polega na znalezieniu srodka ciezkosci figury ztozo-
nej, ktora sktada sie z tréjkata, prostokata oraz potkolistego wyciecia, jak na Rys. 5. Figura
jest symetryczna wzgledem osi pionowej, wiec Srodek ciezkosci bedzie sie znajdowal na osi
przechodzacej przez ptaszczyzne symetrii. Tam tez wprowadzimy o$ pionowa y. O$ pozioma z
wprowadzimy tak, aby tatwo byto wyznaczy¢ odlegtosci srodkéw ciezkosci poszezegolnych figur
od tej osi.

a i b
) % ) » yc‘; ) y’ny
| |
1 i i
[ [
i i
i i
| |
S ! ?
: |
C]i N _bli C= &
Y ol - 0 Ze .
A T - - -—
@ ®cfcs I = z z
B =aE e <
|
2b

Rys. 5: Przyktad figury ztozonej

Oznaczmy poszczegélne figury kolejnymi numerami. Dla ultatwienia obliczen, wygodnie
jest sporzadzi¢ tabele, w ktorg wpisuje sie wyniki czastkowe dla poszczegdlnych figur takie jak
pola powierzchni A;, odlegtosci Srodkow ciezkosci y; oraz momenty statyczne S.,,. Wartosci dla
rozwazanego przyktadu przedstawiono w tabeli 1.
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Tabela 1: Wyniki czastkowe dla przyktadu z Rys. 5

A; Yi Szi
1 302 b 303
2 22 —b / 2 -

3 —nwb?/8 —2b/3m b*/12

Nalezy zwroci¢ uwage, ze warto$é¢ wspotrzednej moze by¢ dodatnia lub ujemna. Znak minus
pojawia sie rOwniez przy polu powierzchni, jezeli stanowi ono wyciecie w figurze. O ile w pierw-
szym przypadku znak minus nie budzi watpliwoéci, to w przypadku drugim jest on formalnie
niepoprawny. Utatwia to jednak prawidtowe rozwiazanie zagadnienia.

Maja wypelniong tabel¢ mozna wyznaczy¢ wspotrzedng e, z zaleznosci

3

7

= 0,45b

ey:

Sz 3 -4+ 0%/12 2,083
A 3024202 —wb?/8 4,607

INNgE N

.
Il

Otrzymany punkt nanosimy na rysunek przedstawiajacy analizowany przekrdj poprzeczny.
Warto zastanowi¢ sie, czy otrzymany wynik jest poprawny. Intuicyjnie widaé, ze w tym przy-
padku powinien on znajdowa¢ sie pomiedzy $rodkiem ciezkosci trojkata C i srodkiem ciezkosci
prostokata Cs. Jezeli otrzymane potozenie punktu nie jest inne niz podpowiada intuicja, moze
to oznaczaé btad popeliony w obliczeniach.

Momenty bezwtadnoSci

Kolejng wielkoscia, ktora opisuje przekrdj poprzeczny jest osiowy moment bezwladnosci

definiowany jako
I — / y2dA, I, = / 2dA, (4)
A A

czyli kwadrat odlegtosci elementarnego wycinka dA od danej osi przemnozony przez pole po-
wierzchni tego wycinka. Jednostka momentu bezwladnodci jest zatem [mm?]. Z definicji widaé,
ze wartos¢ momentu bezwladnosci jest zawsze dodatnia. Moment ten jest wielkoscia addytyw-
na, wiec w przypadku figury ztozonej mozna wyznaczy¢ jej moment bezwtadnosci dodajac do
siebie momenty poszczegélnych figur I,(A) = I,(Ay) + L.(As) + ... + L.(A,).

Sprobujmy wyprowadzic¢ zalezno$¢ na moment bezwtadno-
Sci dla prostokata o szerokosci b i wysokosci h. Moment wyzna-
czymy wzgledem osi, przechodzacej przez podstawe, zgodnie z
Rys. 6. Zaczynamy od zdefiniowania elementarnego wycinka
dA. W tym przypadku moze to by¢ nieskonczenie cienkie pa-
smo dy o szerokosci b, czyli dA = bdy. Zmienng bedzie zatem
wspotrzedna y, ktéra zmienia sie w granicy od 0 do h. Mozemy
zatem zapisac

h bh3 Y _
I, = /y2dA = b/dey, i ostatecznie I, = =5 b z
A 0

Rys. 6: Figura ptaska w ksztalcie

Warto$ci momentéw bezwladnosci wyznaczonych wzgle- prostokata

dem wybranych osi, dla prostych figur ptaskich, mozna zna-
lez¢ w literaturze. Wykorzystujac je, wyznaczymy moment bezwladnosci figury z przyktadu
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przedstawionego na Rys. 5 wzgledem osi z, korzystajac z zasady addytywnosci. Moment figury
stanowiacej wyciecie odejmuje sie. Mamy zatem
(2b)(3b)3  (2b)(b)®>  m(0,5b)*

9 2 T
I,=I +1I1, -1, = — = v+ Spt — bt =5, 14p%
vl 3 T 3 8 Skl 3 128 ’

Podobnie mozna zdefiniowa¢ biegunowy moment bezwtadnosci
]0 = /,02dA, (5)
A

ktéry jest iloczynem pola powierzchni elementarnego wycinka dA i kwadratu jego odlegtosci od
poczatku uktadu wspétrzednych. Ma on zawsze warto$é¢ dodatnia. Zgodnie z Rys. 2a mozemy
zapisaé

_ (204 _ 2 | .2 Y 274
I, ZpdA Z(y +2%)dA ZydAJrA/sz L+1, (6)

Znajac zatem osiowe momenty bezwladnosci, mozna wyznaczy¢, z zaleznosci Iy = I, + I,
moment biegunowy.
Ostatnim parametrem przekroju poprzecznego jest

odsrodkowy moment bezwladnosci definiowany jako v
L,= / 2ydA (7)
A

Poniewaz jest to iloczyn dwéch wspotrzednych, je-
go znak moze by¢ dodatni lub ujemny, w zaleznosci od
potozenia przekroju wzgledem uktadu wspotrzednych, co
przedstawiono na Rys. 7. Mozliwa jest zatem réwniez war-
tos¢ zerowa tego momentu. Bedzie to miato miejsce, gdy
przynajmniej jedna wspotrzedna jest réwna zeru. Osie,
wzgledem ktérych moment odérodkowy jest rowny zeru,
nazywamy osiami gtéwnymi. Rys. 7: Znak momentu odsrodkowego

Y

Twierdzenie Steinera

Korzystajac z Rys. 4 sprébujmy znalez¢ zaleznosé mie-
dzy momentami bezwtadnosci wzgledem dwoch, wzajemnie réwnolegtych osi. Moment figury A
wzgledem osi z mozemy zapisac

I, = /ygdA
A

Z rysunku wida¢, ze odlegto$¢ vy, = y1 + ¢, gdzie e, jest odlegtodcig miedzy osiami poziomymi.
Mozemy zatem rozpisa¢ powyzszg catke na trzy catki

L= [ +edA= [gidA+2e, [ydd+e [aa
A A A A

Wida¢, ze pierwsza z calek po prawej stronie réwnania to moment bezwtadnosci wzgledem osi
z1, catka druga, to moment statyczny wzgledem osi z;, a trzecia catka to pole powierzchni A.
Mamy zatem
2
L, =1, +2¢,5, +e,A
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Jezeli przyjmiemy, ze oS z; jest osig centralng, oznaczong przez zc, czyli osig przechodzaca
przez $rodek ciezkosci, to moment statyczny S,, = S, = 0. Jesli ponadto przyjmiemy, ze o$ 2,
jest dowolna osig pozioma oznaczona jako z, to z powyzszego réwnania otrzymamy

IL=1I.+eA (8)

Réwnanie powyzsze jest twierdzeniem Steinera przedstawiajacym zaleznosé miedzy momentem
bezwtadnosci liczonym wzgledem osi centralnej i momentem wzgledem innej, dowolnej osi do
niej rownolegtej. Dzieki twierdzeniu mozna wyznaczy¢ moment bezwtadnosci przekroju wzgle-
dem osi centralnej, jezeli znany jest moment wzgledem innej dowolnej osi oraz odlegtos¢ miedzy
osiami. Ponadto z twierdzenia wida¢, ze moment bezwtadnosci przyjmuje wartos¢ najmniejsza,
jesli liczony jest wzgledem osi centralnej.

Sprébujmy zastosowaé twierdzenie Steinera do wyznaczenia momentu bezwladnosci prze-
kroju prostokatnego z Rys. 6 wzgledem osi centralnej zo. Weze$niej wyznaczyliSmy moment
wzgledem osi z. Odlegtosé e, miedzy ta osig a osig centralng jest réwna h/2. Pole figury A jest
rowne bh. Zgodnie z twierdzeniem bedziemy mieli

3 2 3
IZC:]Z—ef/A:b;L—<;L> bh:blh?.

Taki sam wynik otrzymamy, jesli dla prostokata z Rys. 6 moment bezwtadnosci wzgledem osi
centralnej wyznaczymy z definicji momentu. Granice catkowania beda si¢ wtedy zmienialty od
—h/2 do h/2.

Twierdzenie Steinera pozwoli nam teraz dokonczy¢ zadanie z Rys. 5. Wezedniej wyznaczy-
liSmy moment bezwtadnosci wzgledem osi z, znamy tez pole powierzchni figury oraz odlegtos¢
miedzy osiami. Mamy zatem

I

zC

=1 —e)A=5,14b" — (0,45b)* - 4,610 = 4,21b",

Uwagi o momentach bezwladnosci
Podsumowujac, mozna wyrdzni¢ trzy typy osi:

 osie centralne — osie przechodzace przez srodek cigezkosci przekroju
» osie gltéwne — osie, dla ktorych moment od$rodkowy jest réwny zeru

o osie gtowne centralne — osie przechodzace przez srodek ciezkosci przekroju, dla ktorych
moment od$rodkowy jest rowny zeru

Wartosci momentéw bezwtadnosci zalezg od potozenia po-
czatku uktadu wspétrzednych. Zmieniaja si¢ one réwniez przy |
obrocie tych osi (Rys. 8). Z praktycznego punku widzenia naj- %
wazniejsze sa osie gtowne centralne, poniewaz wzgledem nich o A
moment bezwladnos$ci przyjmuje wartos¢ najwieksza i naj- » z dA
mniejsza. Ma to znaczenie w zagadnieniach zginania belek, po- 2
niewaz od warto$ci momentu bezwtadnosci zalezy sztywnos$é
belki oraz warto$¢ naprezen maksymalnych.

Kat obrotu okreslajacy potozenie osi gtéwnych wyznacza-
my z zaleznosci:

Z

0 ~
of

2y

tan 2a = H,

Rys. 8: Zmiana momentéw bez-
wtadnosci przy obrocie osi
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natomiast ekstremalne wartosci momentéw bezwladnosci wy-

Nnosza
L+1 I, —I\?
Lew = = yi\/(yQ )+J§y,

odpowiednio wstawiajac znak + dla momentu najwiekszego I, i znak — dla momentu naj-
mniejszego Lin.

Dobierajac przekrdj poprzeczny elementu konstrukcyjnego nalezy starac sie zwiekszaé jego
moment bezwladnosci. Analizujac definicje momentu mozna to osiagna¢ odsuwajac jak naj-
wieksza ilosci materiatu jak najdalej od érodka ciezkosci lub od wybranej osi. Efekt ten wida¢
na Rys. 1, gdzie w kazdym kolejnym przekroju coraz wiecej materialu odsuwane jest od osi
poziomej, co skutkuje usztywnianiem belki.
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