Rozcigganie i Sciskanie pretow

Roéwnowaga wycietego fragmentu preta

Jednym z prostych przypadkow obciazenia jest osiowe rozciaganie lub Sciskanie. Jest to taki
stan obciazenia, przy ktorym o$ preta prosta przed obcigzeniem pozostaje prosta po obciazeniu,
a w precie pojawiajg sie jedynie sily osiowe. Mozliwe sa tu dwa typy obciazenia (Rys. 1a):

o sita przytozona w punkcie F' [N],

« intensywnos$¢ obciazenia g(z) [N/mm], ktéra na dziatajacym odcinku preta moze by¢ stata
lub zmienna; intensywnos¢ jest funkcja wspotrzednej x.
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Rys. 1: Obciazenie preta w stanie osiowego rozciagania

Przeanalizujmy, co dzieje sie w nieskonczenie matych fragmentach preta wycietego w miej-
scu dziatania wymienionych wyzej obciazen. Zacznijmy od miejsca, gdzie przytozona jest in-
tensywnos¢ ¢(x). Wytnijmy z preta fragment o dtugosci dx, zlokalizowany na wspétrzednej «
od poczatku uktadu wspétrzednych, jak przedstawiono to na Rys. 1b. Zaktadaja, ze dx jest
wielkoScia nieskonczenie mala mozna przyjaé, ze rozktad obciazenia g(x) jest staly na catym
odcinku niezaleznie od funkcji, wedtug ktorej si¢ zmienia. Rozwazania beda zatem prawdziwe
dla dowolnej postaci intensywnosci obciazenia.

Szukamy zaleznosci miedzy obcigzeniem a sitami wewnetrznymi. Poniewaz caly pret jest
w réwnowadze, wyciety przez nas fragment rowniez musi pozostawaé w rownowadze. Zapiszmy
zatem réwnanie réwnowagi sumy rzutow wszystkich sit na o$ preta. Zgodnie z zasadg przekroi
myslowych, w miejscu przecigcia preta wprowadzamy sity wewnetrzne. W przypadku osiowego
rozciagania beda to tylko sity normalne N. Na lewym przekroju bedzie to sita N(x), poniewaz
przekroj znajduje sie w odlegtosci x od poczatku uktadu wspotrzednych. Na prawym przekroju,
ktéry jest dalej o dx bedzie to sita N(x + dz). Mozna przyja¢ w przyblizeniu, ze N(x + dz) ~
N(z) + dN, gdzie dN jest przyrostem funkcji N, jej rézniczka, czyli jej zmiana wywotana
przyrostem zmiennej x.

Nalezy zwroci¢ uwage na przyjete kierun-
ki sit wewnetrznych. Analizujac konstrukcje za-
wsze przyjmuje si¢ sity wewnetrzne jako dodatnie.

W tym przypadku, zgodnie z przyjeta konwencja /\

znakéw, przedstawiong na Rys. 2, sity dodatnie to E N N S { N N j

: . L > — -
te, skierowane od przekroju na zewnatrz. Widac, 4+
ze w zaleznosci od tego, ktérg czes¢ preta analizu- ROZCIAGANIE &CISKANIE

jemy, sita dodatnia moze by¢ zgodna lub przeciwna

. . : Rys. 2: Konwencja znakdw
do dodatniego kierunku osi.
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Mozemy zatem przystapi¢ do zapisania réwnania réwnowagi. Poniewaz jest to rownanie sit,
intensywnos¢ ¢(x) nalezy zapisaé jako site. Intensywnosé dziata na odcinku dz, zatem wywotana
przez nia sita N? bedzie iloczynem intensywnosci i dtugosci na jakiej ona dziata, czyli N7 =
¢(z)dx. Réwnanie ma zatem postaé

> F=0 — —N(z)+q(z)dz+ N(z)+dN =0 (1)

7 powyzszego réwnania otrzymujemy zaleznosé rézniczkowa dla osiowego rozciggania, ktora
ma postaé

dN

o) = - £

Znak minus jest konsekwencja przyjecia kierunku osi x w prawo oraz kierunku dziatania ob-
ciazenia q(x), ktére jest tu zgodne z osig. Z zalezno$é powyzszej wynika, ze jesli intensywnosé
jest funkcja ciggly, taka tez funkcjg bedzie sita wewnetrzna. Ponadto, jesli intensywnosé jest
funkcjg stala, nie zmienia sie na dtugosé, to sita wewnetrzna bedzie sie zmieniac¢ liniowo. Po-
dobnie, liniowa zmiana intensywnosci spowoduje powstanie sity wewnetrznej opisanej funkcja
kwadratowa, jak przedstawiono to na Rys. 3.

a g(x) = const. g(x) c
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Rys. 3: Zmiany sily wewnetrznej N wywolane: a) intensywnoscia obciazenia o stalej wartosci; b
intensywnoscia zmienna liniowo; ¢) sita przylozona w punkcie

Réwnanie (2) mozemy zapisa¢ w postaci dN = —q(z)dz. Jezeli intensywnos$¢ dziala na
odcinku od x = x; do x = z9, to catkujac powyzsza zaleznos¢ w takich granicach otrzymamy
site N1_o wywotana intensywnoscia ¢(z) na zadanym odcinku

72(1]\/ = 7q(m)dm —  N(xg) — N(x1) = 7q(3:)da:.

Ostatecznie mozemy zapisac
z2
Ni_p = /q(a:)dw. (3)
1

Drugim obcigzeniem, jakie moze dziata¢ na pret w stanie osiowego rozciggania jest sita sku-
piona F'. Podobnie jak w przypadku intensywnosci, sprawdzimy jak zmienia sie sita wewnetrzna
w precie w miejscu przytozenia takiego obcigzenia. Sita F' przyltozona jest w odleglosci x od
poczatku uktadu wspétrzednych. Wytnijmy zatem fragment preta w otoczeniu sity skupionej
dla wspolrzednej przed punktem przylozenia sity (z — dx) oraz za punktem przylozenia sity
(x + dx), zgodnie z Rys. lc. Sity wewnetrzne na przekrojach beda zatem réwne N(z — dz) na
lewym przekroju i N(z + dz) na prawym. Réwnanie réwnowagi ma postac

> F=0 — —N(z—dz)+F+N(z+dz)=0. (4)
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Zapiszmy powyzsze réwnanie w postaci, ktéra pozwoli okresli¢ jaka jest zaleznosé miedzy
sita wewnetrzng wystepujaca po lewej i po prawej stronie punku przytozenia sity F. Mamy
zatem

N(z +dx) = N(x —dx) — F. (5)

Pamietajac, ze wielkos¢ dx dazy do zera widac, ze sita wewnetrzna po prawej stronie punktu
przytozenia sity F' jest rowna sile po lewej stronie, pomniejszonej o warto$é sity F'. Zatem sita
wewnetrzna zmienia sie skokowo w miejscu przyltozenia sity skupionej, a uskok ten jest réowny
przytozonej sile. Przyktadowy wykres przedstawiono na Rys. 3c.

Zgodnie z zasada przekroi myslowych sita wewnetrzna na przekroju jest rowna sumie
wszystkich sit przytozonych do pozostawionego fragmentu preta — réwnowazy je. W przypadku
osiowego rozciggania i Sciskania sumuje sie wszystkie sity skupione i intensywnosci

N(z) = zn:le + /q(m)dm. (6)

W przypadku, gdy na pret dziataja tylko sity skupione, czton catkowy powyzszego réwnania
nie jest brany pod uwage.

Zaleznosci geometryczne

Rozpatrzymy teraz deformacje preta, aby znalezé opisujace ja zalezno$ci geometryczne.
Analizowaé bedziemy pret pryzmatyczny, to znaczy taki, ktory obcigzony jest sitami na obu
koncach, a jego przekréj poprzeczny jest taki sam w kazdym miejscu, jak na Rys. 4. W precie
takim, w kazdym przekroju, i w kazdym punkcie tego przekroju, sita wewnetrzna jest taka
sama.

Wybierzmy dowolny przekroj A-A, po-

tozony z dala od strefy de Saint-Venant’a. A

Zatézmy ponadto, ze w przypadku osiowego L [ T [ T~ ] _5_._,,
rozciggania lub $ciskania o$ preta pozostaje *
prosta. Przed odksztalceniem przekroj A-A d strefa

. .. . ) ala e Saint-Venanta

jest ptaski i prostopadty do osi preta. Ponie- - ~

waz otoczenie tego przekroju jest symetrycz- B A C

ne, przekroje B-B i C-C sa takie same jak N | iv
przekréj A-A a sita wewnetrzna N po obu

stronach jest taka sama, to po odksztatceniu B A C
przekréj A-A musi pozostaé¢ plaski i prosto- a 4 <
padty do osi. Rys. 4: Hipoteza plaskich przekroi

Jezeli pret nie jest pryzmatyczny przekroj
poprzeczny po odksztalceniu nie bedzie ptaski. Jednak pamietajac, ze w wytrzymaltosci mate-
riatow przyjmuje sie zalozenie malych odksztatcen, dla uproszczenia analizy wprowadza sie
hipoteze ptaskich przekroi zwana hipoteza Mariotta-Bernoulliego (1694):

Przy rozcigganiu i Sciskaniu preta, jego przekroje poprzeczne, plaskie przed
odksztatceniem, po odksztatceniu pozostajg plaskie © normalne do osi preta.

Majac na uwadze hipoteze ptaskich przekroi rozpatrzmy deformacje elementarnego wycinka
preta o dtugosci dx. Pod wplywem obcigzenia wycinek ten przemiesci sie i ulegnie deformacji,
co oznacza, ze jego poszczegdlne punkty przemieszcza sie o rézne wartosci, zgodnie z Rys. 5 —
punk A na lewym koncu przemiesci sie do punku A’ a punkt B na prawym koricu przemiesci
sie do punku B’ Poniewaz wartos¢ dx jest nieskonczenie mata, mozna przyjac, ze deformacja
jest jednorodna.
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Oznaczmy przemieszczenie punku A jako u(z), a funk-
cje u = u(x) nazwijmy funkcja przemieszczen. Przemiesz-
czenie to jest dodatnie, poniewaz punkt przemieszcza si¢
zgodnie z osig x. Gdyby wyciety element preta byt cia-
tem sztywnym, kazdy jego punkt przemiescit by sie o taka
samg odlegtosé. Mielibyémy do czynienia z ruchem ciata
sztywnego. Poniewaz jednak pret jest odksztalcalny, je-
go wycinek ulegnie deformacji a punkt B przemiesci sig o X o dx -
inng wartos¢ niz punkt A. Przemieszczenie to bedzie funk- Rys. 5: Deformacja preta
cja wspotrzednej punktu, zatem punk B przemiesci sie o
u(z + dz), co w przyblizeniu mozemy zapisaé¢ jako u(z) + du.

Sprobujmy znalezé zalezno$é¢ miedzy przemieszczeniem punku preta, a odksztalceniem
w kierunku osi z, czyli €,. Z definicji odksztatcenia wiemy, ze jest to stosunek zmiany dtugosci
preta do jego dlugosci poczatkowej. W naszym przypadku dtugo$é¢ poczatkowa wycinka jest
réwna dx. Zmiane jego dtugosci oznaczymy przez Adzx. Warto$¢ ta mozemy odcezytaé z Rys. 5.
Bedzie ona réwna réznicy przemieszczenia konca wycinka i przemieszczenia jego poczatku, czyli
Adzx = (u(x) + du) — u(z). Mozemy zatem zapisaé

Adzr  u(z)+ du — u(x)

r dz - dz

u(x+dx) = u(x)+du

-
-
-
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Ostatecznie otrzymujemy i
u
€0 = o (7)
Jest to geometryczne rownanie rézniczkowe, ktore jest jednym z podstawowych rownan w wy-
trzymaltosci materialow.

W odréznieniu od funkeji N(z), ktéra przy obciazeniach skupionych nie jest funkcja cia-
gla, funkcja u(x) zawsze jest ciagla. Brak ciaglosci funkcji przemieszezen oznaczal by brak
ciggtosdci konstrukceji, czyli jej przerwanie. Korzystajac z faktu, ze funkcja przemieszczen jest
ciggta, znajdZmy zalezno$¢ miedzy zmiang dtugoéci preta Al i odksztatceniem e,. Rozpatrzmy
przemieszczenie fragmentu preta o dtugosci [ zdefiniowanego wspotrzednymi xq i o, zgodnie z
Rys. 6.

Z zaleznosci (7) mamy du = e,dx, co po scalkowaniu

w granicach wyznaczonych przez przyjete wspotrzedne da -
nam e T

3 o T3 X

/du = /5mdaz —  u(zy) —u(xy) = /6xdl‘ 72> N

x1 x1 Z1 — _._)?’
Lewa strona powyzszego réwnania, czyli réznica przemiesz- ixlﬂ u(x,) T

czen konca preta i jego poczatku to nic innego jak zmiana

. Rys. 6: Deformacja preta
jego dtugosci Al. Mamy zatem

T2

Al = / e da (8)

1
Jesli zauwazymy, ze wyrazenie podcatkowe to Adz, to mozemy powiedzie¢, ze wydtuzenie preta
jest sumg wydhuzen jego elementarnych odcinkow dzx.

Zwiazki fizyczne

Przedstawione powyzej zwiazki nie sg zalezne od materiatu ani przekroju poprzecznego.
Sprébujmy powiazaé teraz odksztatcenie wywotane obcigzeniem rozciggajacym z wlasciwoscia-
mi mechanicznymi materiatu.
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Hipoteza ptaskich przekroi zaktada, ze kazdy z przekroi preta w czasie odksztatcania prze-
mieszcza sie jako calo$é pozostajac ptaskim. Oznacza to, ze kazde wtokno materiatu wydtuza
sie o taka sama warto$¢, a to z kolei oznacza, ze odksztatcenie w kazdym punkcie przekroju
jest takie samo €, = const.

Rozpatrzmy, co dzieje sie na powierzchniach bocznych
wlokna materiatu zlokalizowanego przy Sciance preta, przed-
stawionego na Rys. 7. Na powierzchni swobodnej, z zatoze-
nia, naprezenia nie wystepuja. Zatem, aby spelnione byto
zalozenie rownomierno$ci odksztatcen, na Sciance przeciw-
nej réwniez nie moze by¢ naprezen. W podobny sposéb do-
chodzimy do tego, ze na pozostatych Sciankach widkna na-

prezenia réwniez nie wystepuja. Jezeli jest tak na jednym 1
wtoknie, to aby przekrdj nie deformowat sig, to samo musi . .
dzia¢ sie na kazdym innym wléknie materiatu preta. Ozna- Powierzehnia

swobodna - brak obciazen

cza to, ze witdkna nie oddziatujg miedzy sobg, a jednorod-
na deformacja przekroju pojawia sie zawsze, niezaleznie od
ksztattu czy rozmiaru przekroju poprzecznego. Zatem, przy zalozeniu jednorodnosci materiatu
E = const. mozemy przyjac, ze w kazdym precie osiowo rozciaganym lub Sciskanym naprezenia
sg takie same w kazdym punkcie kazdego przekroju, i jest rowne o = Ee, = const.

Na koniec zauwazmy, ze elementarna sita dziatajaca na przekroju preta jest rowna napre-
zeniom normalnym roztozonym na elementarnym polu dA, pomnozonym przez to pole, czyli
dN = odA. Sumujac silty elementarne na calym przekroju otrzymamy

Rys. 7: Zwiazki fizyczne

N = / GdA.
A
Poniewaz naprezenia sa stale mozemy zapisac
N=o / dA.
A

Catka w powyzszym rownaniu to pole przekroju poprzecznego. Mamy zatem

N=0cA = —.
o - o= (9)

Otrzymalismy zalezno$¢ fizyczna, ktéra pozwala na wyznaczenie naprezen w precie pryzmatycz-
nym rozciaganym lub Sciskanym. W precie takim sita wewnetrzna N réwna jest przytozonemu
obciazeniu F'.
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