
Projektowanie ukªadów pr¦towych

Zadania wytrzymaªo±ci materiaªów mo»na podzieli¢ na dwie grupy. Pierwsza z nich, to zada-
nia z zakresu analizy konstrukcji. Dotycz¡ one wyznaczania napr¦»e« i odksztaªce« istniej¡cej
konstrukcji z zale»no±ci

σ =
F

A
, ∆l =

Fl

EA
.

Je±li podany jest materiaª, z jakiego wykonana jest konstrukcja, mo»na wyznaczy¢ wspóªczynnik
bezpiecze«stwa

σ ≤ σdop → F

A
=

Re

ne

→ ne =
ReA

F
.

Druga grupa zada«, to zadania o charakterze projektowym. Maj¡c dane dotycz¡ce obci¡»e«
i materiaªu, dobiera si¦ parametry geometryczne konstrukcji. Punktem wyj±cia s¡ tu warunki
wytrzymaªo±ciowy i sztywno±ciowy

σ ≤ σdop, ∆l ≤ ∆ldop.

Dla czystego rozci¡gania i ±ciskania przyjmuj¡ one posta¢

F

A
≤ Re

ne

,
F l

EA
≤ ∆ldop.

W zale»no±ci od sformuªowania zadania z powy»szych nierówno±ci wyznaczamy szukan¡ wiel-
ko±¢. Je±li jest ni¡ pole przekroju poprzecznego, to mamy:

A ≥ neF

Re

, A ≥ Fl

∆ldopE
.

Je±li przekrój poprzeczny jest okr¦giem, to A = (πd2)/4, a powy»sze nierówno±ci przyjmuj¡
posta¢

d ≥
√

4neF

πRe

, d ≥

√
4Fl

π∆ldopE
.

Formuªy te pozwalaj¡ wyznaczy¢ minimaln¡ ±rednic¦ pr¦ta, speªniaj¡cego warunki wytrzyma-
ªo±ciowy i sztywno±ciowy.

Przy analizie deformacji ukªadów pr¦towych przyjmuje si¦, »e k¡ty mi¦dzy poszczególnymi
pr¦tami nie zmieniaj¡ si¦ a przemieszczenia s¡ maªe. W konsekwencji przemieszczenia punków
opisuje si¦ w sposób przedstawiony na Rys. 1.

Rys. 1: Analiza przemieszcze« punków pr¦ta: a) rozci¡ganego; b) ±ciskanego

W przypadku pr¦ta rozci¡ganego punkt B przemieszcza si¦ wzdªu» osi pr¦ta o warto±¢
równ¡ wydªu»eniu ∆l, a nast¦pnie przemieszcza si¦ po prostej prostopadªej do osi pr¦ta (�obrót�
wokóª punktu A). Natomiast w przypadku pr¦ta ±ciskanego punk B przemieszcza si¦ wzdªu»
osi pr¦ta o warto±¢ równ¡ skróceniu ∆l, a nast¦pnie przemieszcza si¦ po prostej prostopadªej
do osi pr¦ta (�obrót� wokóª punktu A).
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Pr¦t o zmiennym przekroju, obci¡»ony ukªadem siª

Przykªad

Dla pr¦ta o zmiennym przekroju przedstawionego na Rys. 2 obci¡»onego ukªadem siª wyznaczy¢
warto±ci siª i napr¦»e« w poszczególnych przekrojach oraz przemieszczenia punktów charakte-
rystycznych.

Rys. 2: Pr¦t stopniowany obci¡»ony kilkoma siªami statycznie wyznaczalny

W pierwszej kolejno±ci wprowadzamy ukªad wspóªrz¦dnych, o± x, oraz oznaczenia punków
charakterystycznych i uwalniamy ukªad od wi¦zów. W tym przypadku b¦dzie tylko jedna reakcja
R w utwierdzeniu. Z równania równowagi rzutów siª na o± x (Rys. 3) wyznaczamy warto±¢
reakcji ∑

Fx = −R + 7F − 3F + F = 0 st¡d R = 5F

Nast¦pnie de�niujemy w pr¦cie przedziaªy zmienno±ci. Zgodnie z Rys. 3 b¦d¡ cztery takie
przedziaªy. Aby wyznaczy¢ siªy wewn¦trzne w pr¦cie, wewn¡trz ka»dego przedziaªu dokonu-

Rys. 3: Pr¦t stopniowany obci¡»ony kilkoma siªami statycznie wyznaczalny

jemy przekroju my±lowego. Rozpoczynamy od przedziaªu pierwszego, mi¦dzy punktami 1-2,
oznaczonego jako I. Odrzucamy praw¡ cz¦±¢ pr¦ta, a pozostaª¡ cz¦±¢ rysujemy wraz z obci¡»e-
niem jakie pozostaªo. Na przekroju wprowadzamy siª¦ wewn¦trzn¡ NI skierowan¡ od przekroju.
Schemat przedstawiony jest na Rys. 4a. Dla tak zde�niowanego ukªadu zapisujemy równanie

Rys. 4: Pr¦t stopniowany obci¡»ony kilkoma siªami statycznie wyznaczalny

równowagi. Analogicznie post¦pujemy dla trzech pozostaªych przedziaªów.
Przedziaª I: ∑

Fx = −R +NI = 0 st¡d NI = 5F
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Przedziaª II: ∑
Fx = −R + 7F +NII = 0 st¡d NII = −2F

Przedziaª III: ∑
Fx = −R + 7F +NIII = 0 st¡d NIII = −2F

Przedziaª IV: ∑
Fx = −R + 7F − 3F +NIV = 0 st¡d NIV = F

Rozwi¡zanie nanosimy na wykres przedstawiony na Rys. 5b. Nale»y zauwa»y¢, »e siªa
w przedziale II i III jest taka sama. Wynika to st¡d, »e przedziaªy te ró»ni¡ si¦ tylko polem
przekroju; obci¡»enie na nie dziaªaj¡ce jest takie samo.

Rys. 5: Pr¦t stopniowany obci¡»ony kilkoma siªami statycznie wyznaczalny

Kolejnym krokiem jest wyznaczenie napr¦»e« w poszczególnych przedziaªach. Dla czyste-
go rozci¡gania (±ciskania) pojawiaj¡ si¦ napr¦»enia normalne σ, których warto±¢ wyznaczamy
dziel¡c dziaªaj¡c¡ w pr¦cie siª¦ wewn¦trzn¡ N przez pole przekroju pr¦ta A. W rozpatrywanym
przypadku mamy:
Przedziaª I:

σI =
NI

AI

=
5F

2A
= 2, 5

F

A

Przedziaª II:

σII =
NII

AII

=
−2F

2A
= −F

A

Przedziaª III:

σIII =
NIII

AIII

=
−2F

A
= −2

F

A

Przedziaª IV:

σIV =
NIV

AIV

=
F

A
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Wykres napr¦»e« przedstawiono na Rys. 5c. Pozwala on znale¹¢ przekroje niebezpieczne pr¦ta,
czyli takie, w których wyst¦puj¡ najwi¦ksze napr¦»enia. Wykres napr¦»e« jest równie» wskazów-
k¡ do tego, jak efektywnie uksztaªtowa¢ pr¦t. W miejscu maªych napr¦»e« mo»na zmniejszy¢
przekrój pr¦ta, redukuj¡c tym samym jego mas¦. Nale»y jednak pami¦ta¢, »e zmniejszenie
przekroju poci¡ga za sob¡ zmniejszenie sztywno±ci, czyli zwi¦kszenie deformacji.

Ostatnim krokiem jest przygotowanie wykresu przemieszcze« punków pr¦ta. Poniewa» prze-
mieszczenie dowolnego punktu pr¦ta zale»y od wydªu»enia pr¦ta, które jest funkcj¡ liniow¡
wspóªrz¦dnej x, wykres przemieszcze« jest równie» funkcj¡ liniow¡. Ponadto, wykres przemiesz-
cze« musi by¢ funkcja ci¡gª¡, poniewa» brak ci¡gªo±ci przemieszcze« oznaczaªby przerwanie
pr¦ta. Zatem, aby wyznaczy¢ wykres przemieszcze« punktów pr¦ta wystarczy wyznaczy¢ prze-
mieszczenia punktów charakterystycznych i poª¡czy¢ je liniami prostymi.

Przemieszczenie punktu pierwszego u1 jest równe zeru, poniewa» w tym punkcie pr¦t jest
utwierdzony. Przemieszczenie punktu drugiego u2 jest równe wydªu»eniu pierwszego przedziaªu
pr¦ta ∆l1−2. Przemieszczenie punktu trzeciego u3 jest równe sumie wydªu»e« przedziaªu pierw-
szego ∆l1−2 i drugiego ∆l2−3. Podobnie dla punktu czwartego i ko«cowego � przemieszczenie
ko«ca pr¦ta jest równe sumie wydªu»e« wszystkich przedziaªów pr¦ta. W rozpatrywanym przy-
padku mamy:
Przemieszczenie punktu 1:

u1 = 0

Przemieszczenie punktu 2:

u2 = ∆l1−2 =
NI lI
EAI

=
5Fa

2EA
= 2, 5

Fa

EA

Przemieszczenie punktu 3:

u3 = ∆l1−2 +∆l2−3 =
NI lI
EAI

+
NII lII
EAII

=
5Fa

2EA
− 4Fa

2EA
= 0, 5

Fa

EA

Przemieszczenie punktu 4:

u4 = ∆l1−2 +∆l2−3 +∆l3−4 =
NI lI
EAI

+
NII lII
EAII

+
NIII lIII
EAIII

=
5Fa

2EA
− 4Fa

2EA
− 2Fa

EA
= −1, 5

Fa

EA

Przemieszczenie punktu 5:

u5 = u4 +∆l4−5 = u4 +
NIV lIV
EAIV

= −1, 5
Fa

EA
+

Fa

EA
= −0, 5

Fa

EA

Na podstawie powy»szych oblicze« buduje si¦ wykres przemieszcze« przedstawiony na Rys. 5d.
Z wykresu mo»na odczyta¢ przemieszczenie dowolnego punktu pr¦ta. Wida¢, »e w przedziale
trzecim znajduje si¦ punkt, który si¦ nie przemieszcza. Warto±ci dodatnie na wykresie oznaczaj¡,
»e odpowiadaj¡ce im punkty przemieszczaj¡ si¦ w prawo. Te, którym odpowiadaj¡ warto±ci
ujemne, przemieszczaj¡ si¦ w lewo. Dla przykªadu, koniec pr¦ta, punkt 5, przemie±ci si¦ w lewo
o 0, 5(Fa)/(EA) (pomimo tego, »e w tym punkcie przyªo»ona jest siªa skierowana przeciwnie).
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Ukªady pr¦tów

Przykªad

Ukªad dwóch pr¦tów poª¡czonych przegubowo, obci¡»ony jest siª¡ pionow¡ F . Wyznaczy¢ siªy
i napr¦»enia w pr¦tach oraz przemieszczenie punktu C wywoªane obci¡»eniem (Rys. 8a).

Rys. 6: Ukªad dwóch pr¦tów; statycznie wyznaczalny

Rozwi¡zywanie zadania rozpoczynamy od wyznaczenia siª w pr¦tach, które b¦d¡ dziaªaªy
wzdªu» osi pr¦tów. Z rysunku wida¢, »e oba pr¦ty b¦d¡ rozci¡gane. Od warto±ci siª rozci¡gaj¡-
cych b¦dzie zale»aªo wydªu»enie pr¦tów, a od wydªu»enia przemieszczenie punktu C.

Chc¡c wyznaczy¢ warto±ci siª wewn¦trznych przecinamy my±lowo pr¦ty, a w miejscu prze-
kroju wprowadzamy siªy normalne N1 i N2 skierowane od przekroju. Tworz¡ one z obci¡»eniem
F zbie»ny ukªad siª przedstawiony na Rys. 6b. Siªy wewn¦trzne otrzymamy z rozwi¡zania rów-
na« równowagi: ∑

Fx = −N1 cosα +N2 cos β = 0∑
Fy = N1 sinα +N2 sin β − F = 0

Z rozwi¡zania powy»szego ukªadu otrzymamy:

N1 = F
cos β

sin(α + β)
oraz N2 = F

cosα

sin(α + β)

Napr¦»enia w pr¦tach maj¡ zatem warto±ci:

σ1 =
N1

A1

=
F

A1

cos β

sin(α + β)
oraz σ2 =

N2

A2

=
F

A2

cosα

sin(α + β)

Znajd¹my nowe poªo»enie punku C. Przed obci¡»eniem ko«ce obu pr¦tów byªy poª¡czone
w punkcie C. Po obci¡»eniu, niezale»nie od warto±ci wydªu»e« obu pr¦tów, ich ko«ce w dalszym
ci¡gu b¦d¡ ze sob¡ poª¡czone, ale ju» w punkcie C'. Zgodnie z zaªo»eniami przyj¦tymi na Rys. 1
koniec pr¦ta pierwszego, wskutek wydªu»enia, przemie±ci si¦ wzdªu» osi pr¦ta o ∆l1, a nast¦p-
nie przemie±ci si¦ wzdªu» prostej prostopadªej do osi pr¦ta. Podobnie koniec pr¦ta drugiego,
wskutek wydªu»enia przemie±ci si¦ wzdªu» osi pr¦ta o ∆l2, a nast¦pnie przemie±ci wzdªu» pro-
stej prostopadªej do osi pr¦ta. Punkt przeci¦cia trajektorii ko«ców obu pr¦tów wyznacza nowe
poªo»enie punktu C. Zilustrowano to na Rys. 7a.

Przemieszczenie CC' mo»na rozªo»y¢ na dwie skªadowe: poziom¡ uC i pionow¡ vC . Skªa-
dowe te mo»na wyznaczy¢ wi¡»¡c je z wydªu»eniami pr¦tów. Zacznijmy od wydªu»enia pr¦ta
pierwszego. Zgodnie z Rys. 7b wydªu»enie ∆l1 jest sum¡ rzutów prostok¡tnych skªadowych
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Rys. 7: Ukªad dwóch pr¦tów; statycznie wyznaczalny

przemieszczenia na kierunek pr¦ta pierwszego. Je±li rzut skªadowej poziomej oznaczymy jako
u1
C , a rzut skªadowej pionowej jako v1C , to mo»emy zapisa¢, »e:

∆l1 = u1
C + v1C .

Podobnie dla pr¦ta drugiego (Rys. 7c): jego wydªu»enie ∆l2 jest równe ró»nicy rzutu skªadowej
pionowej v2C i rzutu skªadowej poziomej u2

C , czyli

∆l2 = v2C − u2
C .

Warto±ci poszczególnych rzutów skªadowych znajdujemy analizuj¡c zwi¡zki trygonometryczne
w odpowiednich trójk¡tach. Dla rozpatrywanego przykªadu b¦dzie:{

∆l1 = u1
C + v1C = uC cosα + vC sinα

∆l2 = v2C − u2
C = vC sin β − uC cos β

Ostateczn¡ posta¢ ukªadu równa« otrzymamy podstawiaj¡c zale»no±ci na wydªu»enia
Fl1
E1A1

cos β

sin(α + β)
= uC cosα + vC sinα

Fl2
E2A2

cosα

sin(α + β)
= vC sin β − uC cos β

W powy»szym ukªadzie jedyne niewiadome to skªadowe przemieszczenia. Rozwi¡zuj¡c ukªad,
wyznaczymy uC i vC , a na ich podstawie przemieszczenie CC'.
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Ukªad pr¦t-ciaªo sztywne

Przykªad

Ciaªo sztywne ABC podparte jest przegubowo w punkcie C. Ponadto wspierane jest pr¦tem BD.
Obci¡»enie w postaci siªy skupionej F przyªo»one jest w punkcie A. Wyznaczy¢ siª¦ i napr¦»enia
w pr¦cie oraz przemieszczenie punktu A (Rys. 8a).

Rys. 8: Ukªad pr¦t-ciaªo sztywne; statycznie wyznaczalny

Wprowad¹my ukªad wspóªrz¦dnych w punkcie C. Aby wyznaczy¢ siª¦ w pr¦cie, przecinamy
go, a na przekroju wprowadzamy siª¦ wewn¦trzn¡ N . Ponadto uwalniamy ukªad od wi¦zów.
Ukªad taki przedstawiony jest na Rys. 8b. Poniewa» mamy dwie reakcje w punkcie C oraz siª¦
w pr¦cie, zadanie jest statycznie wyznaczalne. Poniewa» nie interesuj¡ nas reakcje w podporze,
spróbujmy napisa¢ takie równanie równowagi, w którym tych reakcji nie b¦dzie, natomiast
b¦dzie tam szukana siªa N . Równaniem takim b¦dzie suma momentów wzgl¦dem punktu C∑

MC = Fa+Na = 0 st¡d N = −F (1)

Zatem napr¦»enia w pr¦cie s¡ równe

σ = −F

A
,

co oznacza, »e pr¦t jest ±ciskany.
Przemieszczenie poszczególnych punków ciaªa sztywnego zale»y od tego, jak zachowa si¦

pr¦t BD. W tym przypadku od tego, o ile pr¦t si¦ skróci. Poniewa» znamy parametry geo-
metryczne (A, l) i materiaªowe (E) pr¦ta oraz siª¦ wewn¦trzn¡ mo»emy, z prawa Hooke'a,
wyznaczy¢ jego skrócenie ∆l

∆l =
Nl

EA
= − Fa

EA

Aby znale¹¢ przemieszczenie punktu A nale»y je powi¡za¢ ze skróceniem pr¦ta ∆l. Przedstawio-
no to na Rys. 9. Pod dziaªaniem siªy F ciaªo sztywne obróci si¦ wzgl¦dem punktu C przeciwnie
do ruchu wskazówek zegara. Przyjmuj¡c zaªo»enie maªych przemieszcze«, punkt A b¦dzie si¦
przemieszczaª nie po okr¦gu, ale po prostej prostopadªej do odcinka AC. Odcinek te obróci
si¦ o k¡t α podobnie jak odcinek BC, poniewa» punkty A, B i C s¡ punktami tego samego
ciaªa sztywnego. Zatem, aby wyznaczy¢ przemieszczenie punktu A wystarczy wyznaczy¢ prze-
mieszczenie punktu B, a to mo»emy bezpo±rednio poª¡czy¢ z wydªu»eniem ∆l. Trójk¡t BB'B�
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Rys. 9: Analiza przemieszcze« punktów ukªadu

jest trójk¡tem prostok¡tnym. Analizuj¡c geometri¦ na Rys. 9 mo»emy wyznaczy¢ k¡t β w tym
trójk¡cie. Zatem, przemieszczenie punktu B b¦dzie równe

BB′ =
∆l

cos β
=

√
2Fa

EA
.

Przemieszczenie punku A mo»na wyznaczy¢ obliczaj¡c k¡t α b¡d¹ z proporcji, poniewa» trójk¡ty
CBB' i CAA' s¡ podobne. Zatem:

CB

BB′ =
CA

AA′ .

Z geometrii ukªadu wiemy, »e CB=
√
2a, CA=

√
2a, a BB' wyznaczyli±my wcze±niej. Mamy

zatem √
2aEA√
2Fa

=

√
2a

AA′ → AA′ =

√
2Fa

EA

Przemieszczenia punktów A i B s¡ takie same, poniewa» s¡ tak samo oddalone od punku obrotu
C. W analogiczny sposób mo»na wyznaczy¢ przemieszczenie dowolnego punktu ukªadu.
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Ukªad pr¦ty-ciaªo sztywne

Przykªad

Ciaªo sztywne ABC podparte jest przegubowo w punkcie A. Ponadto wspierane jest pr¦tami
1 i 2. Obci¡»enie w postaci siªy skupionej F przyªo»one jest w punkcie C. Wyznaczy¢ siªy i
napr¦»enia w pr¦tach 1 i 2 oraz przemieszczenie punktu C (Rys. 10a).

Rys. 10: Ukªad pr¦t-ciaªo sztywne; statycznie niewyznaczalny

Aby wyznaczy¢ siªy w pr¦tach, przecinamy je, a na przekrojach wprowadzamy siªy we-
wn¦trzne N1 i N2. Ponadto uwalniamy ukªad od wi¦zów. Ukªad taki przedstawiony jest na
Rys. 10b. Zadanie jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalne � mamy cztery niewiadome:
dwie siªy wewn¦trzne i dwie reakcje w punkcie A. Zgodnie z zasadami statyki, dla pªaskiego
ukªadu siª mo»emy zapisa¢ tylko trzy niezale»ne równania równowagi. B¦dziemy wi¦c potrze-
bowali dodatkowego równania, które mo»na otrzyma¢ z analizy przemieszcze« konstrukcji.

Obliczenia zaczynamy od zapisania równania równowagi, które powi¡»e obci¡»enie z siªami
wewn¦trznymi. B¦dzie to suma momentów wzgl¦dem punktu A∑

MA = Fa+
3

5
aN1 −

3

2
aN2 = 0 st¡d

3

2
N2 −

3

5
N1 = F (2)

Równanie geometryczne otrzymamy zauwa»aj¡c, »e ka»dy punkt ciaªa sztywnego obraca si¦
wokóª punktu A proporcjonalnie do jego odlegªo±ci od tego punktu. Zatem, zgodnie z Rys. 11,
prawdziwa jest zale»no±¢

BB′

AB
=

CC ′

AC
→ BB′

a
=

2CC ′
√
13a

→ CC ′ =

√
13

2
BB′ (3)

Pozostaje jedynie powi¡za¢ przemieszczenia BB' oraz CC' z wydªu»eniem (skróceniem) pr¦tów
∆l1 oraz ∆l2.

Z trójk¡tów BB'B� oraz BCD mamy

sinα =
∆l1
BB′ oraz sinα =

3

5
zatem BB′ =

5

3
∆l1

Z trójk¡tów CC'C� oraz ABC mamy

sin β =
∆l2
CC ′ oraz sin β =

3√
13

zatem CC ′ =

√
13

3
∆l2
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Rys. 11: Analiza przemieszcze« punktów ukªadu

Podstawiaj¡c powy»sze do (3) mamy

∆l2 =
5

2
∆l1 (4)

Wydªu»enie (skrócenie) poszczególnych pr¦tów mo»na wyznaczy¢ z prawa Hooke'a

∆l1 = −N1l1
EA1

= −5

4

N1a

EA
∆l2 =

N2l2
EA2

= 2
N2a

EA

Równanie geometryczne przyjmuje zatem posta¢

N2 = −25

16
N1 (5)

Równania (2) i (5) tworz¡ ukªad, pozwalaj¡cy wyznaczy¢ siªy w pr¦tach

N1 = −0, 34F, N2 = 0, 53F

Maj¡c siªy w pr¦tach mo»emy wyznaczy¢ napr¦»enia

σ1 =
N1

A1

= −0, 34F

2A
= −0, 17

F

A
σ2 =

N2

A2

=
0, 53F

A
= 0, 53

F

A

Przemieszczenie CC' wyznaczymy z wyprowadzonej wcze±niej zale»no±ci

CC ′ =

√
13

3
∆l2

Z poprzednich wylicze« mamy

∆l2 =
N22a

AE
oraz N2 = 0, 53F

zatem

CC ′ =

√
13

3

N22a

AE
=

√
13

3

2a

AE
0, 53F = 1, 27

Fa

EA
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We wszystkich zadaniach celem jest wyznaczenie siª w pr¦tach oraz wyznaczenie przemiesz-
cze« wybranych punków. Ka»dy wynik powinien zawiera¢ tylko wielko±ci znane, czyli siª¦ P
lub intensywno±¢ q, dªugo±¢ l lub a, pole przekroju F oraz moduª Younga E.

Rys. 12: Ukªady statycznie wyznaczalne
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Rys. 13: Ukªady statycznie niewyznaczalne
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